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本 书 是 高 等 学 校 数 学 、 应 用 数学 及 相关 专业 的 《 实 分 析 》 教 材 ,着 重 以 实 
变 方法 系统 介绍 近代 调和 分 析 的 基本 理论 与 方法 ,全 书 共 分 八 章 ,内 容 包 括 : 
极 大 陋 数 , 算 子 内 揪 理 论 , 涌 数 -空间 分 解 ,奇异 积分 算 子 ,如 权 模 不 等 式 , 有 
界 半 均 振 动 卢 数 空间 等 ,其 应 用 涉及 函数 论 、 偏 微分 方程 和 概率 论 等 领域 

《调和 分 析 》 作 为 一 门 数学 专业 的 研究 生 课程 早已 在 高 校 中 开设 ,但 国内 
出 版 的 适用 二 教学 的 教材 却 不 多 。 本 书 总 结子 作者 多 年 米 在 北京 大 学 数学 系 
讲授 该 课 的 经 验 , 在 饶 用 讲义 的 基础 上 经 过 补充 .修改 整理 而 成 。 书 中 特别 注 
意 与 本 科 生 所 学 内 容 的 衔接 ,为 此 作者 专门 写 有 第 - 章 “ 基 础 知识 ” 既 方 便 
读者 学 习 , 又 提 商 了 学 习 效 率 。 每 章 末 配 加 通 基 习题 并 全 出 参考 文献 ,附录 给 
出 习题 解答 与 提示 , 供 教师 和 学 生 人 参考 。 

本 书 可 供 高 等 学 校 数学 系数 学 专业 及 其 相关 专业 的 高 年 级 大 学 生 LUC 
生 选 作 教材 或 教学 参考 书 , 也 可 供 数学 教师 .科技 工作 者 阅读 
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80 年 代 以 来 ,《 实 分 析 } 首 先是 作为 一 门限 制 性 选修 课 后 又 作 
为 必修 课 , 纳 入 了 北京 大 学 数学 系 硕士 研究 生 的 教学 计划 ,内 容 以 
及 上 的 调和 分 析 的 基本 理论 为 主 ,作者 曾 为 此 写 过 两 次 授课 讲 
义 , 义 在 教学 实践 中 ,参考 同类 书刊 作 过 修改 和 补充 ,特别 是 注意 
到 与 本 科 生 课程 的 教学 大 纲 相 衔接 ,以 及 与 学 生 的 学 习 条 件 相 适 
应 ,本 教材 还 专门 写 广 一齐 "基础 知识 "作为 开 镶 ,每 曹 末尾 还 附 有 
适当 练习 与 文献 , 鉴 寺 目前 国内 同类 书籍 为 数 较 少 ,这 次 印 删 出 版 
订 为 有 关 不 业 提 供 一 本 试用 教材 或 教学 参考 书 , 绢 立 中 教授 审阅 
全 稿 ,并 提出 了 许多 宝贵 意见 ,在 此 表示 感 涡 ， 


作 者 
1996 年 8 H 
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Fourier 分 析 起 源 于 对 热传导 方程 的 研究 ,1810 年 左右 ,J. B. 
J. Fourier 撰文 认为 任 一 函数 均 可 展 成 三 角 级 数 , 并 以 此 给 出 了 热 
传导 方程 的 一 般 解 . 这 一 事件 在 一定 意 义 上 可 以 说 是 近代 分 析 的 
萌芽 , 它 引 发 了 Cantor 集合 论 以 及 拓扑 空间 的 理论 ,而 旦 从 
Lebesgue 积分 论 以 及 Hilbert 积分 方程 论 中 开展 出 来 的 泛 男 分 析 
也 与 Fourier 分 析 有 着 密切 关系 ,这 也 正 是 von Neumann tE T7] 
学 的 基础 . 因此 ,调和 分 析 前 身 Fourier 分 析 与 许多 不 同学 科 分 支 
有 着 密切 的 联系 . 

Fourier 分 析 领 域内 的 核心 问题 ,粗略 地 说 ,就 是 一 个 函数 
f(z) 的 Fourier 级 数 

` fime 
以 及 Fourier 3E Aeg f 
| fF (bedé 

在 何 种 意义 下 可 以 收 化 十 f(z)3 函 数 f(z) 的 某 种 光滑 性 对 此 有 
何 影响 ? 

对 这 些 问 题 的 深入 研究 ,自然 地 导致 对 某 些 函 数 类 上 各 种 辅 
助 算 子 的 研究 ,并 且 在 掌握 这 些 算 子 及 其 推广 情况 后 ,又 力图 将 它 
们 应 用 于 其 他 数学 分 支 . 在 这 里 ,我 们 稍 作 简 介 ,或 许 对 本 书 所 述 
内 容 的 背景 的 了 解 有 一 定 的 帮助 . 

早 在 40 年 代 , 鉴于 Hardy, Littlewood, M. Riesz, Paley, 
Zygmund 以 及 Marcinkiewicz 等 人 的 工作 ,人 们 知道 了 函数 类 与 
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其 Fourier 级 数 的 性 质 之 间 的 联系 . 这 些 结果 的 证 明 方法 之 出 发 
点 ,在 于 将 Fourier 级 数 的 前 N 项 部 分 和 的 Dirichlet 公式 写成 


Sw(Cf x) e e^ 97? f(x UU y) dy 
R ðY 
R y 
一 e ^* H (e »f(y)) — eH (e ""f(y)), 
Hg(zx) = | Go) 2. 
R y 


应 当 说 ,这 一 思想 是 在 上 述 方 向 上 迈 出 的 重大 一 步 . 因为 它 告 
诉 我 们 : 一 个 函数 /ELCRD OI p 99)If] Fourier 级 数 依 L^ 范 
数 收敛 的 问题 ,重点 在 于 探讨 算 子 互 E LRO ECA RTE. 

Hilbert 变换 还 在 复 分 析 领域 中 出 现 ,例如 一 个 在 RE 上 有 具有 
良好 性 质 的 解析 函数 F =u tiv, Do E XL R' 上 的 值 决定 , 考 虑 它 
的 实 部 和 虚 部 的 边 值 , 则 wv 是 的 Hilbert 变换 ;又 如 在 Little- 


十 :ee 
wood-Paley 的 一 个 深刻 结果 ( S fae" € LR), 1 poo, 


则 一 进 分 段 求 和 »3 S, foe" € L' ORO | 的 证 明 中 ,所 用 到 ( 复 分 


析 中 ) 的 辅助 算 子 与 Fourier 分 析 中 的 辅助 算 子 之 间 的 联系 ,也 涉 
及 Hilbert 变换 . 

经 典 Fourier 分 析 的 研究 至 50 年 代 初 发 生 了 深刻 的 变化 ,这 
是 从 Calderón 和 Zygmund 的 著名 工作 引发 的 . 其 中 重要 的 一 点 
是 ,由 于 在 拓 广 Hilbert 变换 到 高 维 欧 氏 空间 "时 ,原先 所 用 的 单 
复 变 函 数论 的 某 些 方法 (如 Blaschke 乘积 等 ) 不 再 在 多 复 变 函数 
领域 中 有 效 , 因 此 (以 及 其 他 一 些 原 因 ) 人 们 不 再 应 用 复 分 析 方 法 ， 
而 是 寻求 实 分 析 的 手段 重新 闻 明 这 一 领域 中 的 许多 结果 . 同时 ,这 
些 手 段 以 及 由 此 拓 广 而 得 到 的 那些 辅助 算 子 在 偏 微分 方程 ,多 复 
变 函 数论 ,概率 论 以 及 位 势 论 中 也 显示 出 重要 的 应 用 . 

。2 。 


fj R"(n22) ER Laplace 方程 
Au = f, 
用 标准 牛顿 位 势 写 出 , 则 有 


u(x) = C, f A ay, 
rw |z— yl 


现在 问 : 如 果 函 数 f JET EA A g E A CL^ (RD C CR) Lipa 
A5) ,那么 zx 的 二 阶 导 数 是 否 仍 属 于 同一 函数 空间 ?将 上 式 在 积分 
号 下 求 微分 ,可 得 


Bule) OE — 
Aras, = Cuf) sh i4 0 fond», 


其 中 Q(z) 是 零 次 齐 次 函数 , 且 在 除 原点 外 处 处 为 光滑 的 ,还 在 
单位 球面 上 的 积分 为 零 .上 述 积分 至 少 对 具有 良好 性 质 的 函数 f 
来 说 ,总 可 以 定义 为 | 

Tf) = lim | OCc — Y (yy, 


iz-yl>e |£ — yl" 
从 而 导致 一 个 在 jm" 上 的 奇异 积分 算 子 . (如 果 n1. 0G) —sgnr, 
此 即 Hilbert 变换 . ) 

这 就 是 说 ,Laplace 方程 的 正则 性 就 化 为 某 些 特定 的 奇异 积分 
算 子 在 各 类 函数 空间 上 的 有 界 性 问题 了 . 

M Aard =ar; lx] 二 1,2,…,n) TI iJ R;f ,并 称 为 Riesz 
变换 , 它 在 高 维 Cauchy-Riemann 方程 的 表示 式 中 扮演 着 重要 的 
HE. 

在 Fourier 分 析 领 域 所 研究 的 基本 算 子 中 ,必须 提 到 Hardy- 
Littlewood 极 大 算 子 M; 

MfG) = sup | onldy，7E LG. 
其 中 的 上 确 界 是 对 居 中 一 切 包 含 z 的 方 体 ( 其 边 面 平行 于 坐标 
HDA 而 取 的 . 有 关 这 一 算 子 的 许多 结果 (如 有 界 性 ,Lebesgue ti 
分 定理 等 ) ,不 仅 本 身 具 有 重要 意义 ,而 且 由 于 该 算 子 在 某 种 意义 
和 方式 下 可 控制 许多 不 同型 的 算 子 ,还 使 它 在 其 他 问题 的 研究 中 
。 3 。 


发 挥 了 有 效 的 应 用 . 
(二 ) 


本 书 共 分 八 章 ; 第 一 章 介 绍 算 子 在 L^ 空间 上 有 界 性 的 基础 
知识 ,以 及 积分 的 估算 方法 ,还 有 卷 积 型 算 子 以 及 Fourier 变换 的 
初等 事实 . 第 二 章 论述 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 的 重要 结果 . 
它们 在 通 近 恒 等 理 论 方面 的 应 用 ,主要 涉及 Poisson 积分 和 分 数 
次 积分 算 子 . 第 三 .四 章 谈 到 算 子 内 捅 以 及 Calderen-Zygmund 分 
解 理论 ,这 是 常用 的 基本 研究 手段 . 第 五 章 讲述 奇异 积分 算 子 , 如 
本 文 开始 所 述 ,是 研究 的 主要 对 象 . 第 六 章 讨 论 算 子 的 加 权 模 有 界 
性 估计 ,尤其 是 系统 地 陈述 了 4 BURCH AE YE BRUN ETE 
方面 的 应 用 . 第 七 章 介绍 有 界 平均 振动 函数 , 它 在 L 空间 系列 构 
架 中 占有 特殊 的 地 位 ,至 少 对 奇异 积分 算 子 来 说 是 如 此 . 算 子 的 向 
其 值 不 等 式 推广 是 第 八 章 的 内 容 , 其 中 谈 到 的 Littlewood-Paley 
理论 算是 一 个 初步 应 用 吧 . 


2.1 定义 与 指标 选择 
2.2 (PQ RRT TER eee 


2.3  kouworopon 不 等 式 与 Zygmund HÆR t**** 


$3 卷 dl 外 
3.1. 展 缩 函 数 族 


3.2 指标 限定 和 
$4 R EW Fourier 变换 


第 一 章 ”基础 知识 …………… 
1 Z Aga ggEveHMÜRSe 
2 TT FER CP q00 55 38 Cp.qD78I ee 


4. 1 LIRO PH Fourier 变换 ees cssassocnosecsacsccasosscnseveeeose 
4.2 ZL2CR”) 中 的 Fourier 变换 eeeseseeeseeeeseeeeseeosasseeeeeeeee 


4.3 LCRO (1 过 p< 之 2) 中 的 Fourier 变换 
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第 二 章  Hardy-Littlewood 极 大 函数 及 其 应 用 . 
$1 Hardy-Littlewood 极 大 函数 的 定义 及 其 初等 性 质 


$5 调和 函数 的 基本 性 质 sooo oso eres 


eset ono 


$2. 覆盖 方法 ,H-L 极 大 算 子 在 Z(CR") 上 的 有 界 性 mp 


2.1 ŘS, DA ej 


2.2 R pO CT peo) woes sonae 


.3 关于 测度 wx 的 H-L 极 大 算 子 ， 


T Lebesgue 微分 定理 与 点 态 收 敛 的 极 大 函数 法 
3.1 Lebesgue 微分 定理 [TC 和 
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$4 ob JETE , Poisson 积分 与 调和 函数 的 边 值 e (59) 

4.1 WAE ee * (59) 
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4.3 Poisson 积分 的 特征 ， (64) 
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5.1 Poisson 方程 的 特 解 与 Riesz 位 势 * (67) 

5.2 分 数 次 积分 算 子 的 有 界 性 ** - (68) 

5.3 H-L 分 数 次 极 大 算 子 es (71) 
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$3 Stein-Weiss 限制 性 内 插 定 理 … (91) 

2J * (95) 
参考 文献 … : (97) 

第 四 章 Calderon-Zygmund 分 解 理论 … : (98) 
$1 Calderon-Zygmund(C-Z) 分 解 ete : (98) 

$2 Benedek-Calderón-Panzone JMI eee * (1065 

SJE e - (110 

SA cB eso sososessoesocssoseoccuaee . (111) 

第 五 章 奇异 积分 算 子 ………… - (112) 
$1 LÈR EK Hilbert 变换 enm IR - (112) 

$2 过: 乘 寺 理论 简介 *- (116) 

$3 Calderón mand DÀ 异 积分 算 子 的 L eee (120) 

$1 CZ5RBABIMATEE MM MMHHHIHMHMMROO21) 

3.2 Riesz Ef cte HH (126) 


84 CZ 奇异 积分 算 子 的 一 般 理 论 


$5 极 大 C-Z 奇异 积分 算 子 人 "的 有 界 性 ， "T" 


习题 m 
参考 文献 ee . 
FAE ”加 权 模 不 等 式 与 4, 权 理论 - 
81. HL MOKBET-XUSUIS Cp, p) RI 
SEE PELA, Korm 


$2 B Holder 不 等 式 与 H-L 极 大 算 子 


单 权 模 的 强 (p,p) 型 ， 


$3 A,( 单 ) 权 的 结构 与 Ap LALMI tttm 


31 A1 权 的 结构 eR 
3.2 Ap 权 的 分 解 … 
3.3 A,XUS rtm 


84 极 大 奇异 积分 算 子 三 的 加 权 模 不 等 式 rmn 86 


4.1 (Good 不等式“ 
4.2 THWR, p)” 


$5 FERAE HM H enm HI 
5.1 WAAR eee 
.2 Cobor RARI ttm 
so 加 权 模 不 等 式 的 外 推 … Ut 


"m 有 界 平均 振动 函数 空间 … 
$1 极 大 平均 振动 函数 与 BMO 空间 … 
$2 有 界 平均 振动 函数 的 大 小 msn 


$3 Sharp 极 大 定理 , L^ 与 BMO 之 间 的 算 子 内 插 …*……… 


$4 CZ 奇异 积分 算 子 的 (上 L”,BMO) 型 … 
$5 BMO 与 4 权 en 
习题 … 


第 八 章 向量 值 不 等 式 与 Littlewood- Paley Bi 
$1 JUBOEUCAGGE SIEBEN tns 
$2 向 基 什 奇异 积分 算 子 - 般 理 论 简介 
$3 Littlewood-Paley 理 沦 初步 及 其 应 用 - 
3.1 YR RED cn 
3.2 Hórmander Æ PEH ttt 
3.3 Carleson 测度 eee 
习题 
参考 文献 eem 


附录 ”部 分 习题 的 参考 解答 与 提示 … eee 


(210) 


: (213) 
， C217) 
: (222) 
e (222) 
: (231) 
- (235) 
e (239) 
e (240) 
: (24D 


第 一 章 基础 知识 


为 了 便于 学 习 下 面 各 章节 的 内 容 , 本 章 先 对 有 关 的 基本 概念 
和 知识 作 一 般 性 介绍 .除了 补充 若干 测度 与 积分 的 壬 实 外 ,还 引进 
了 算 子 弱 有 界 性 概念 ,讨论 了 卷 积 算 子 的 初步 结果 . 最 后 ,扼要 地 
陈述 了 Fourier 变换 的 (Zi 及 L?) 一 般 理 论 , 以 及 R 上 调和 函数 的 
某 些 性 质 . 对 于 文中 的 各 种 算 例 ,如 能 熟识 , 必 将 有 所 助 益 . 


$1 积分 公式 与 分 布 函数 


本 书 所 论述 的 课题 主要 是 在 维 欧 氏 空间 Rr 上 进行 ,其 上 之 
测度 为 Lebesgue 测度 或 Borel 测度 w 但 其 中 许多 命题 对 一 般 测 
度 空间 (X,p) 均 成 立 ,此 时 总 假定 x 是 可 数 可 加 的 .o- 有 限 的 正 测 
E. 

在 计算 或 估计 一 个 积分 时 ,诸如 换 元 、 交 换 积分 次 序 以 及 化 为 
一 元 函数 的 积分 等 都 是 有 效 的 方法 , 现 将 其 中 的 一 些 内 容 介绍 如 
T. 

我 们 知道 ,利用 R" 中 的 球 坐标 系 可 得 积分 公式 


| feoda 


一 Ff fra ing ing 
oJo Jodo 
X sing, ;7" drdg dp, 
Krp.osasna-1,2,,n—2),0 9 a x2. r- rlr = Gi, 
Lato 42€ ECOE 表示 R 中 的 单位 球面 ), 这 里 采用 球 坐 标 : 
x,7c089, L, = singcosQ;, *, Xs) = singsing *** sing, 2 C089,» 


1 


oo 。 . . A E 
r,-7Ss1nQsinQ"'S1n9,-;siIn9,-i. Er WS 


K nm 2r 
N -f (sing) esing, do dp, — f dr’, 
040 E 


则 有 NICE = | | fov )r" !drdx'. 
Xx 0 


这 一 公式 对 于 /是 向 径 函 数 , 妈 f(z) 二 f(z|) 时 的 计算 尤 
为 方便 . 
例 Wo HR 中 单位 球面 的 面积 ,02, 为 R^ 中 单位 球体 的 体 
积 , 则 nz 18] 
w, = 21"7/T(n/2), Q, = F/T + n/2). 
证 明 一 方面 ,我 们 有 


1= | f erdre = e [e nmt REUS 
从 而 可 知 n 2 z), 
此 外 ,由 于 
2. -| d=] [7 idrda! = 75, 
lx 互 0 n 
故 得 a, = be far| z|- enr i2]. 


对 于 积分 交换 次 序 ,我 们 有 比 Fubini 定理 更 广 的 Minkowski 

定理 1 设 (X,py),(Y,v) 是 两 个 测度 空间 ,f(x,y) 在 XXxY 
上 是 关于 sx» du up EY. 车 对 a. e. y € Yo iR E SC, y) E 
L'OX 40 Sp, H. 


[ie Haud) = Ax, 


则 [Aena EE [uc lr d QD 


证 明 p= 时 结论 显然 成 立 . 
设 p<, Ai p Æ 的 共 恩 指标 . 令 


F) = [fers IduCy). 
从 而 只 需 指 出 :对 一 切 满足 lglzexo=1 的 简单 函数 g(x), 有 
[rogo] 


sup 
& 


< sup [Ue Cn) lg GO ducr) < A. 
E 
为 此 ,应 用 Fubini 定理 以 及 Holder 不 等 式 , 有 

f. [FG | IgG dgio 


x | 人 ee [dvCy) | lg GO ldy(lx) 
< p e] lg Cr) dir) duy) 


< [EED lanle endo = A. 

证 毕 . 

下 面 我 们 引入 分 布 函数 的 概念 ,并 通过 它 将 积分 化 为 (0,co) 
上 的 Riemann-Stieltjes 积分 ， 

定义 设 f(z) 是 (X,p) 上 的 可 测 函 数 , 记 Es(4)= {rEX: 
1f(z) | 9A) A>0, HR 

| FA) = pg) 

为 了 三 的 分 布 函数 . 

关于 分 布 函数 ,我 们 有 下 述 初等 性 质 : 

O 六 CA) 是 递减 县 右 连续 的 函数 . 

GD FISO ISga M FO Lg. O0. 

GID Æ Cf, Go) Æ A RT WR RA, HA 


fi S fala) m n x fu) mnm f) n 99), 
则 
FOLD ESD x m m CÉDOD) om f) Ca 一 co)， 
Gv) ÆI) [Lg €x | - 192 | S Dt] 
FA x g.(4/2) + CA/2). 
GO 对 任意 的 0 pool A70 
fO) «x rp MG "deco. 


(iD ESEL, 1«c poo , Dti 
lim A f,O) = 0 = lima" f.C). 
40 


doo 
(vii) X [ 207 fiodasceo Rl 
A fF(A) — 0 (A4 co 3g, A— 0). 
证 明 G) EGLI EEG RE RA ELE A DAP. , 则 


E,Q) = |] E). 
BT OO) RSS S: 5I. ick 
lim fA) = fA). 
这 说 明 AD) 是 右 连续 函数 
(vi) 从 不 等 式 
A! f) <| |F Cx) | dule) <f Lf Go) | dule) 
Ep X 


可 知 pkCE7(CD) 一 六 (一 0 (一 十 co). 因 此 可 推 有 


lim ， {f(zx) | dul) = 0. 
(CD 


À-- 十 co E, 
从 而 又 知 区 AGO) 一 0 (99). 
RE c>0 且 <o, RITE 
lim A FAD = lim PAD — fo) 


= lim Xar € Xi A« |f| xo) 


<| fOr) l'dgGo. 
iz€ Xi c fGdso) 
H o 的 任意 性 可 知 A O00 (G0). 
(vii) 从 不 等 式 
À 
FAG 一 27) < pf (^7 f dt 
A/2 
可 知 结论 成 立 . 
定理 2 Wb Á/OGOJÉCOX 0 Eg up gg, Hsc poo. bt] 
G) [o l'àgco - 2| A" fA dA 
GD 大 jz) 是 有 限 值 的 , 且 对 一 切 A2 048 f. O0 «eo , 则 
| [f(x) l"dp(a) 一 一 | xara. 


WEB] FEWER Gi). 由 条 件 知 右 端的 积分 是 有 意义 的 ,而 左 端 
的 积分 可 按 下 述 方式 表 成 Lebesgue 积分 和 : 令 O-Ce- 2e 
me ,以 及 
E;— ir€ Xi G — Dex |f| < jeh, j= 1,27m, 
则 ED =f G De) fG) HE 
+o 
L AG» |^daco) = lim 2 GO^nCE) 


1 


Ton 
=> lim? Go'LfF.Go — AG — De] 
t j=l 


=— [ waro. 
其 次 证 (i). 若 等 式 两 端的 积分 值 是 无 限 的 , 则 等 式 显 然 成 
立 . 若 其 中 的 一 个 积分 是 有 限 的 , 则 显然 FLOO oo. mH f(x) 


是 几乎 处 处 有 限 的 . 从 而 知 (ii) 中 积分 等 式 成 立 . 再 由 双 上 CD) 一 0 
G 一 0 或 十 ce) 以 及 分 部 积分 公式 即 知 


oe 


一 | PALAD = p | Tif dA PFA) 
0 0 


0 
=b f - A7 f (dA. 


定义 BSE, a) ERMAR 0 0o. 
LK], = sup(Af7^ QD], 
HULLA F RRA LRAD L 空间; 又 认定 p o9 
LL. 
显然 ,由 不 等 式 
Afta) < oldea), ao 
Ep) 


可 知 L CLAAR ZR YR, ØH: 
f(z) 二 x t, X=(0,%),du=dz. 我 们 有 
fO) = liz € (0,95); a7 > A] — A7, 
Bl 4 有 ?CD)==1. 因此 ,fE Ls 然而 车 以 
JA = A? 
FO Url =| Aada Noo. 
+ ”由 于 [/], 不 满足 三 角 不 等 式 , 故 /不 是 赋 范 线性 空间 ， 
但 根据 不 等 式 
(f+ gA) x& F2) + g.(4/2), 
(a 4- b)? zi a? -- bY*. (a,b 22 0. p >l) 
可 得 [+g] <2 CE] +e). 
从 而 知 p 之 1 时 LSU TS P PE ER]. LAARA Marcinkiewicz 类 . 
最 后 ,我 们 介绍 一 个 关于 西 函 数 的 积分 公式 . 
定理 3(Jensen RER) 设 B(w) 是 [a,8] 上 的 (下 ) 凸 函数 ， 
定义 在 [a,6] 上 的 函数 f(x) 满足 
ax f(x) SB, 
非 负 函数 o Goo E 
6 


则 在 下 述 积分 存在 的 情况 下 ,我 们 有 


(qp Dp 
o| x rapada] x p | 9U GoleGoda. 


b 
证 明 我 们 令 Y-5| f GO podda, 显然 axCY«c f. 


首先 , 设 a 二 7 二 B, 并 记过 点 (7,B(7)) 的 支撑 直线 的 斜率 为 
&, 则 由 更 的 凸 性 可 知 
Plu) — G0) klu — 7), axiucx.p. 
现在 以 SRR u, HEER EMA KR pr), EXT r E 
[a,6bj] 上 作 积分 ,可 得 


b b 
| o fx)]pGodr — eo) perdr 


b b 
>k [ fao pGods — kY | perda = o. 
由 此 知 
b 
ox bÍ PSr) ]p Gr) d. 


其 次 , 若 7Y=B8, 则 在 pGOo208]—9) x 上 有 £GO- 8. 从 而 不 
等 式 显 然 成 立 .7=a 的 情形 类 推 . 

注 4: JE EUER RC, RA SEC Jt [8]. 
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2.1 定义 与 指标 选择 

在 讨论 -- 般 算 子 的 有 界 性 时 ,我 们 总 是 假定 筑 子 在 测度 空间 
(XX,p) 上 的 某 个 可 测 函 数 类 上 是 有 定义 的 , 旦 取 值 于 (Y ,vy) 上 的 可 
18 gg c. 


定义 BATT EXE LX, 0E, EHEH K E= Cpe 


IT Flats S Cla» 
则 称 工 为 强 (p,q) 型 ,简称 为 (p,q) 型 . 其 中 C 的 最 小 者 称 为 了 的 
( 界 型 ) 常 数 ( 或 记 为 | 工 |). EE 
CTf).0) — (ty € Y: [TIO] 2 AD 


C 9 
< (Elf) * q< oo0,À20, 


则 称 T AR Co 088. 换 句 话说 , 若 对 SEL OO, 8 TF € LOO. 
而 且 
[T f |, SCIS, 
则 称 D 为 弱 (p,g) 型 , 称 C 之 最 小 者 为 了 的 ( 界 型 ) 常 数 . 
显然 ,如 果 了 是 强 (2,9) 型 的 ,那么 7 也 是 弱 (P,9) 型 的 ,但 
反之 不 然 . 
顺便 指出 ,今后 我 们 将 特别 对 p 宇 1 的 情形 感 兴趣 ,这 可 从 下 
面 两 个 结果 中 看 到 一 些 理由 . 
定义 ” 设 算 子 工 满足 
TEAD |S ITI] + [Tg], 
ITEN | x [CITA |, C 是 常数 ， 
则 称 7 为 次 线性 算 子 . 
定理 4 设 T 是 (p,qg) 型 的 次 线性 算 子 . 且 0<p 过 1,g 之 1, 则 
T=0. 
证 明 对 任 一 测度 有 限 的 可 测 集 五 , 作 分 解 
E—|[JE. E) = uE 一 … 一 En), 
ENE =Ø, ij 
则 根据 条 件 作 简单 计算 可 得 
ITX; ll, < Tm ^C", 


(Xs 表示 和 集合 ETPRESERRBO t UU 
ITxalls = IT{ S Xs) ll, « DXT Xs M, S Tim uE”. 
i=1 :=1 


8 


MK ifi 5 IT [| — 0. 
定理 5(Day) 设 0<zp 二 1, 则 L*(X) 上 不 存在 非 零 的 有 界线 
TEZ pK. 
证 明 首先 , 设 X<, 此 时 有 
LX) C LX), liml fle = Ifl. 
因此 , 苦 将 L” 上 的 连续 线性 泛 函 LCOBR BTE Li(X) 上 时 , 则 存在 
8 E17”, 使 得 


I) = [cof Godaco. 


现在 假定 g 不 是 零 元 , 则 有 ECX,p(E) 之 0 以 及 020, f f 
lg x2 |z6 Gr € E). 从 而 对 任意 的 e 0, TEC ECE, 使 得 
0 < UEN xz e. 
由 此 知 存在 可 测 集 列 CE.) ,满足 
E,C E, gp(E,)-—£6,--0 (n->o0). 


作 函 数列 
gi») . 
fcn - [ette TE E, 
0, x € E, 
显然 有 


13 | ES adua) = Je go dao z à. 


另 一 方面 ,又 有 
lim |f], = lime? 一 o. 
这 一 矛盾 说 明 g 是 零 元 . 
对 于 一 般 的 FE 天 (X) ,可 用 有 界 可 测 函 数 作 远近 ,由 于 
Li(X) 在 L*(X) 中 是 秽 密 的 , 故 /在 L* 上 也 为 零 汉 函 . 
XCX CCX, X=()X,, ak oc, 


HI fer oo. 
f(x) = Xx, GO f) (n= 1,2, 77). 
显然 有 lim f, Gr) = f). 
B3 ADSE CAE CL OX 0 3E I6 O8 1050 = 0, A mi i] $8 
1(f) 一 lim 1(f,) = 0. 


2.2 (p,g) 型 积分 算 子 举 例 


现在 让 我 们 列举 若干 例子 来 看 一 看 I” 空间 上 算 子 有 和 界 性 的 
情形 . 当然 ,这 些 积分 算 子 本 身 也 有 着 重要 意义 . 

例 1 EX, D ,CY, 少 是 两 个 测度 空间 ,K(x,y) 是 XXY 上 
的 可 测 函 数 , 且 存在 常数 4,B ,使 得 


[IK Gon l'arc) <A, a.eyC€Y, 


[ IK Gron duo) <B, aec€X, 
作 积 分 算 子 了 ， | 
Tf) = | KG,3)fG0dvD, f € LO», 
1 
- 


十 +1, lx pgr aí, 


lo jl . 

则 IT Aleo < A* B' PIS o 
证 明 ”不妨 假定 KG 02:0, / G0 201A & q<, RA 
[KG f odo? 


一 [KG  3K G0 fo05 Q0! vo) 


1-1 1 
= (| Kæ ydy) | ^ ([ Kr rodo) 


l _ 1 


x (rora) 
10 


(这 里 用 了 对 于 指标 (1/r 一 1/g) 十 (1/p 一 1/9) 十 1/q 二 1 的 Holder 
不 等 式 , 再 由 条 件 可 知 ) 


1 
Lb 、 
< Bola, s L[KGo»footto]*. 


对 于 LCY) 的 模 ,我 们 有 
fe (BARA ,Ke ade 
< [BAE AMA, 


= {AB fleo) 
上 述 结果 的 一 个 重要 特例 是 1 的 情形 ,以 及 当 X-Y-m, 
p v» AS Lebesgue WME, H Klr, y) =K yif, RIE w F 
结论 : 
4i gCL,f€L'.H1/q—1/rd-1/p—1.Wl 
lle * fle < ligil 
其 中 g==1 即 Young FER. 
例 2(Hardy-Littlewood-Polya 定理 ) 设 开 (zy) 是 (0,co) 
X(0,co) 上 的 可 测 函 数 , 而 且 满 足 
G) 对 一 切 x 04 
开 CAzrhy) = A'K (x,y); 
GD | IKD la^ dm Coo, 1<. 
&1/p+1/p'=1,fE L'((0,20),g€ L” ((0,20)), #4 


Tf) = | KG Gods, 
0 
Sg) = | K yg Gnd, 
0 
ITA SCII Segle < Cllelly. 


证 明 S z=r/y f: =z) RNA 
11 


[IK Gf) [dix — | Kg fo lydz - 


i 


L IK G. DH f G2 ldz. 
注意 到 


uo irons] 


co l/p 
[fæ da] = enun. 
可 得 (用 广义 Minkowski 不 等 式 ) 

IT fli, [ken DARE 


< Il, | KG,D lz tdz < Cl,. 


2.3 ”KonMmoropos 不 等 式 与 Zygmund 不 等 式 


我 们 已 经 知道 一 个 算 子 工 的 (p,q) 型 与 弱 (p,q) 型 的 区 别 , 其 
中 指出 : 对 于 F€L'UD.T 的 器 (p,q) 型 不 能 保证 17Tf1" 属于 
LY). 虽然 如 此 ,但 下 述 两 个 重要 结果 却 揭 示 出 其 中 特定 的 深刻 
联系 ， 

定理 6(Konmoropos PER) (i) ÆT RE SS Cp qe. 


THD | EI] « Az 0. 
则 对 任意 的 PCY Hw G9) «eo ,有 


l ， Ql 
[Tro rao] & e[ 74] at uns. 
其 中 dxp.q«oo.0-r«qi 
GD RIR, EFE O-r-—. 以 及 正常 数 C, 使 得 对 一 切 可 测 
集 FCY: w( F) &oo,f € LOC) ft 


l 
(Tro dvo] < eiat tul. 


12 


WT S8 Cp. q)78. 
以 上 结果 对 qoot m. ,此 时 约定 gc/(c 一 ”>) 一 1. 
证 明 G) 
(T £0) = {yy € Fi [TIO 22 AD) = EnA) N F), 
WEE CDAGO(OOHE 
CT £00 x TAA x IM 
从 而 可 得 
f, IT fO» du) = "| xT piada 
0 


N eo d 
& [xad xc Capt aa 
0 N A 
— «F)N' + CMA ———Nr. 
q r 


现在 取 N = CIl »CF)7*, 
即 得 所 证 . 
Gi) 取 F=Erj(4) ,Vy(F) 过 oo, 则 


XE « | ITIO) dry < C«(G SN. 


r 
p . C q 
从 而 得 v(F) x vM ÀZ2 0. 


由 此 易 知 了 是 弱 (p,q) 型 . 

现 举 一 例 说 明 Konmoropos 不 等 式 的 应 用 . 

例 3 设 l1-p«cooX-—Y-—[0.1]. {T >o ER Co 22 
RIWOT.HRBORAIE COW E 


1 
[Cod — b t oo, LsL h. 
0 
1 
ERFT: TfG) = [ ITS ldt, 
0 
WT ERG. pA. 


证 明 由 题 设 以 及 定理 6 的 (i) ,我 们 有 
| Imo» dr< co EIE A, F] <o, 
其 中 |F | 表示 点 集 FC[0,1] 的 Lebesgue 测度 ,或 写成 
TOO < ceo Se "eph. 
从 而 可 知 
| IT fo) dz = rox)al 


， 
1 s 
< (| /eed 
l 5 s v 
< (feoa] zr. 
由 此 以 及 根据 定理 6 之 Cii) , 即 得 所 证 . 
定理 7(Zygmund 不 等 式 ) BATTE. MHES 
(qq) ,1«C p qoo ,WIESEEEBI FCCY (F0 05, fE L'In^ L, 
"a Tf€LG»o.WB 
f ITIO l^duCy) 
e cla 十 [fera 4-dn* fC DdpGo ). 


证 明 STAEN = En NONE, RRE 
CT JOE SKEF), TPED x (TALA). 
从 而 知 


| Tro wo 
= p| x crotooda = p| xf XKX22)dA 
0 0 
1 oo ^ 
< 2°p| A '«(F)dA + 2 A^ CT £)(2)dA. 
o 1 


WEREMA CREDE LSE). 为 估计 
14 l 


Dh. 


fx), if(z)| SÀ, 


aT) = acr) = fG) — f(x), 
fi) o. Rf. P) = f( f 
HEARREN 


Ci P Tm C q 
TDN m MS TID Sh. 
我 们 有 
L 


E 
c 
, 


LZ p CT P)f00dA 十 [^ (T FK04A 
1 
pvc all IF Cx) l dul) | dà 

X i 


" fae A NZS ldu) | dà 


= cj uc | ACdA| dar) 


| fen 
1 


ee ucor| 
因为 f(z) | 之 1;, 所 以 
MET = lnt |f], 


1 


A “ldA| dalr). 


oo 
| 


f 


XE, |f [salia |f) | »0. 


| IT £n WO «z^ > psc) + pC SE nt A dua 


2°C; 


*a-b 


[reo aaa. 
最 后 ,只 需 令 
c= rite 
Bp 43 ATERI A R. 
注 HT q= otb A H E ERM. 
15 


EX WWE 
INI [dnt |f) D delz) < co 

Bg f AME LLSWEMN. 
int, t>], 
0, 0 xc t x T]. 

特别 地 , 当 p—g—1Bf.LIn* L RA Zygmund 2$ (19294E 3] 
AO. 顺便 指出 , 当 |n CE) «o6 B. >ot, RTE 

LIE) C L'In* LE) CC LE), 1« p« oo. 


十 


lIn := 


$3 dé TR 


设 f(x),g(x) 是 定义 在 R" 上 的 两 个 可 测 函 数 , 若 它们 的 乘积 
f(z 一 y)g(y) 对 a.e.XE€ER" Æ yE R” 的 可 积 函 数 , 则 称 


fxg(r) = NIS — y)g (y)dy 


H2 f 5 g 的 卷 积 (函数 )， 
注 对 尺 上 函数 定义 平移 nS = flah), WERA 
重要 性 质 是 平移 不 变性 LED 
Tf) * g = fx rg) rng). 
卷 积 型 的 算 子 在 积分 型 算 子 中 占有 特殊 的 地 位 ,如 在 Fourier 
级 数 的 研究 中 出 现 的 很 多 算 子 , 虽 不 是 上 述 严格 定义 下 的 卷 积 ,但 
都 是 卷 积 型 , 即 是 平移 不 变 算 子 ,如 Hilbert 变换 


十 co 
Hf(x) = + JOD iy, 


-o Xy 
位 势 算 子 

Lfa) = Cf 1099.5. 0-cacn, 
以 及 由 偏 微 分 方程 理论 导出 的 算 子 
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Tf(x)- | QC — Y) pi ydy 
eo|x— yl 


等 等 . 不 仅 如 此 , 卷 积 作为 一 种 运算 在 解析 数学 领域 中 有 着 重要 的 
应 用 . 简 言 之 ,至 少 有 以 下 几 个 方面 ， 

O 对 于 ELR), BR Seg 不 一 定 属于 LO ,但 卷 积 
FxgEDORDCLAx gh 过 figl), 从 而 车 采用 卷 积 作为 乘积 
看 ,可 使 LCR") 成 为 一 个 代数 ,或 严格 点 说 , 它 的 Fourier 变换 
LR”) 成 为 一 个 代数 , 它 成 为 Banach 代数 研究 的 出 发 点 . 

GD ËS S g 中 之 一 是 可 微 的 , 则 其 卷 积 也 是 可 微 的 , 且 其 阶 
相同 . 从 而 在 一 定 意 义 上 说 , 卷 积 获得 了 其 组 成 因子 的 “良好 ”性 
质 ,这 就 为 函数 正则 化 方法 提供 了 基础 ( 即 用 光滑 函数 玫 近 一 般 良 
数 , 在 偏 微分 方程 中 称 之 为 光滑 子 ). 

Gi) 卷 积 运算 与 Fourier 变换 的 相互 作用 使 其 在 后 一 领域 中 
扮演 了 重要 角色 . 

下 面 就 卷 积 函 数 族 在 带 近 恒 等 理 论 以 及 卷 积 算 子 在 L^ 空间 
上 的 有 界 性 指标 等 基本 结果 作 一 介绍 ,有 关 Fourier 变换 的 理论 
则 在 下 一 节 中 论述 . 


3.1 展 缩 函数 族 
定义 W pEL R), >0,9 
aco cest. 
Fr a 2g om] FERES OO. 显然 ,我 们 有 
G) M 
GD limf — &Godz—0. 30. 
例 1 3 GO XcuoG) M 
Qr) = B Ie 


0, |r| 之 si; 


limg (x) = (x). (Dirac ô- RX) 
现在 ,以 展 缩 p 为 核 作 卷 积 
gx f(z) = [ac — yf Gy, 
我 们 的 问题 是 : qo f C024 e 一 0 时 在 何 种 条 件 下 以 何 种 意义 收敛 
于 f(z)? 这里, 仅 就 L* 意义 下 的 收敛 问题 作 一 介绍 ,至 于 点 态 收 
敛 的 问题 则 放 到 第 二 章 中 去 讨论 . 
定理 8 doc DR),| Pr)dz—1 ,reE L' Or). 
limlg * f — fl, —0. P221 
证 明 因为 
Rx f(x) — fx) 


一 NI — y)dy 一 fo» Rody 
= NIE — y) — flr) ldy 


= [Ufo ey) — feo deoody, 
所 以 根据 广义 Minkowski 不 等 式 可 知 
le f= Fh, < f plf Flle 1dy 


= {f + lef fleo dy 

二 了 十 J， 
其 中 民有 (x) 二 f(z 一 h) (hE RR") 称 为 平移 算 子 . 

对 于 任 给 的 7>>0, 由 于 SEL, mH. 
rf — Fle S 2f. PEL, 
B up 38 r 充分 大 ,使 得 1 过 7/2. 固定 如 此 的 xr, 又 可 选 s>0, 使 得 
当 0 过 e 过 eo 时 ,对 任意 的 |y| 二 r+, 有 
lr f — fl, < 7/2. 
从 而 我 们 有 了 十 1 过 7. 
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注 根据 上 述 结 论 的 意义 84] ER ERU 6n GO ) I EH 
frs yr. 
3.2 指标 限定 
AT EU K 为 积分 核 的 卷 积 算 子 : 
Tf(zx) = [KG — yf Gody. 
引 理 9 7 与 平移 算 子 mx 是 可 交换 的 : 
cO f = T (f). 
HERH WA. 
引 理 10 # SJEL (R), 1 <p<, M] 


lim MG + f(x — h) |’dx = ? I. |f GO ldz. 


| 一 co 
证 明 对 于 任 给 的 se>>0, 对 了 作 分 解 ， 
fiz) = g(x) + g), 
其 中 gECCR")(C.(R") 表 示 Rr" LRK XENA A, 
llell,«e/4. 易 知 存在 A290, 24 |A | EA 时 ,g (x) 与 g(x 一 h) 的 支 集 
不 相交 . 因此 我 们 有 (Ih| 之 A 时 ) 


| 。 lg) + glz — h)|’dz 


f 


[, lec |*dz 十 [lac — h)|*dx 


| 


P 
?| 1g(Cz)| dz. 


另 一 方面 ,由 /一 g 十 ?可知 
HAL — leill < del, < s/4， 
又 由 ffa h) [= [lelaga h] LeGO d- gG — A) J 可 
A 
HE+ nfl, — lg + nglls] S lle nel, < 2lel, < e/2. 
从 而 当 |h| 宇 A 时 ,有 
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HS + nfl, — 2" lg] < e/2. 
综 上 所 述 ,可 知 
f+ nfl — 27 fl 
< |f + nfl, — 2"^lgll,] + 12"7^lgll, — ZAA] 


引 理 得 证 . 
T0. 

证 明 RET 5 n 的 可 交换 性 ,我 们 有 

le CT O 4+ TH, = IT Gf + OU, < ITUs + Fh. 
再 根据 上 述 引 理 , 令 |4| 一 oo 可 得 

ITA < PEITIS] 

这 说 明 上 | 了 =0( 注 意 529). 

定理 12 设 KELw(R"), 今 


TfG) = | KG — »f God» 


( 当 jz) 是 具有 紧 支 集 的 简单 函数 时 ,TFCz) 存 在 ). 若 了 是 
(p, p), 1 p—2, Wl T BÆ p ) 型 ,其 中 1/p 十 1/p'=1. 
证 明 注意 到 


ITI sup |f TA + gdz] 
以 及 
[Tf ene ada 一 NIS [ke — »fGody da 
— IMISIMSS — »gGodz |dy 
= fC »(LKo — x)g(— zdz |dy 


= [Te o? : fi(y)dy, 
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其 中 gG-g r), fia) —fKC x EZ d Holder 不 等 式 可 知 
MISI lg Go ldz < |Tel Als 


<S Clefs = Cllalll ly. 
由 此 即 得 
lr fy s CI. 
注 若 了 是 (9) 型 线性 算 子 ,1 委 p 委 9 委 c, 且 与 平移 算 子 
可 交换 , 则 存在 惟一 的 缓 增 广 义 函 数 及 ,使 得 
Tf(x)-—Kxf(ix), fE ZR), 
SC(R YER R" 上 的 速 降 函 数 空间 . 


$4 R EH Fourier% 


Fourier 分 析 的 基本 思想 之 一 是 开发 对 称 性 ,也 就 是 说 , 当 我 
们 在 一 个 具有 群 运算 的 空间 上 作 分 析 时 ,那么 一 个 好 主意 就 是 : 
探求 某 种 基本 函数 系 ( 或 其 他 分 析 对 象 ) ,它们 在 群 的 作用 下 ,其 变 
换 由 一 个 简单 方式 决定 . 然后 ,再 试图 将 任意 的 函数 分 解 为 这 些 基 
本 函数 系 的 和 或 积分 . 

例如 惨 ,是 加 法 群 ,其 作用 为 平移 . 我 们 考察 的 函数 如 下 : E 
们 在 平移 的 变换 下 等 于 一 个 绝对 值 为 1 的 因子 作 乘 法 . 即 对 晒 数 
SHEN ER, FE p(x) 满 是 |g(z) | 二 1, 使 得 

FG + y) = gafy). 
EH Jit sr BERE, fA 9 eG * f (00. 就 是 说 ,一 旦 f(0) 给 定 ,f 完全 
由 9 决定 , 且 由 
Kr + yO) = fle t y) = pdp O, 
可 知 除非 f=0, 否 则 总 有 rty =pl) *eCy). 扼要 地 说 ,欲求 
出 如 上 所 述 的 所 有 f, 只 需 寻 找 其 绝对 值 为 1, Hl EZ P877 T€ 
gr + y) = pr)ply), zy E R" 

的 函数 p .对 此 ,我 们 有 下 述 之 完全 解答 : 
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设 eG R EB uU ER EC. EL ORAE 
pr t y) = gry), xy E R; |ex)|)-—l, 
则 存在 &€ R" ,使 得 
gir) — ett, 
EF rë KRAE EAR. 
证 明 首先 , 设 n=l. R aer, fE 


A= | rod - 0. 
0 
我 们 有 
P(X)= A7 gogo de 
0 


a rca 
一 aof gxr + t)dt = aof e(t)dt. 
0 T 


由 此 知 gEC'CR') ,而且 
g(r) = A [g(r +a) — or)] = Bei, 
B = A™ (ga) — 1). 

RE (e pa), B] eg(z) 等 于 一 个 常数 . 由 posl 
又 知 eG) e. AA pa | — 1, BEDA B. & — 1 GE HEC p in 
B 一 2rie, 某 个 EE R'. 

其 次 ,对 am LETS eese 为 R 中 的 标准 基 . 由 于 在 
R'E p= glate) RE 

pa +s) = ppls), 

故 p) =e, 从 而 知 


qc) = g 359 一 Loc» 一 eei, 
其 中 之 一 (Zi P E= Cetin). 
注 e”* 给 出 R" 作为 加 法 群 的 全 体 不 可 约 表 示 , 它 的 参数 & 
M R”. 
现在 ,我们 来 探求 函数 的 分 解 问题 , 即 考虑 
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f£» = | fime dg, f(x) = | F(E dE, 
L4 R” 
这 个 问题 在 一 定 范 围 内 总 是 有 解 的 ,当然 ,首先 要 认定 积分 的 存在 
性 以 及 在 何 种 意义 下 存在 .下面 分 别 就 CCR X L?(R") 两 种 情形 
作 一 初步 介绍 . 
4.1 L'CR PH Fourier 变换 
定义 ik JELR), MP 
F = FCE) = [fone dy 
为 了 的 Fourier 变换 , 其 中 rey KREE x 与 y 的 内 积 . 
关于 LRP 的 Fourier 变换 , 易 知 下 述 性 质 成 立 ， 
O 多 是 Li(R") 上 的 线性 算 子 , 旦 有 
IZ GO Ms ahh; 
E fF Gozo, Xf As COL LA m AC. 
Gi) (多 与 rm 之 间 的 关系 ) 
NS = ef. 
nf G) = (GU fy) Ir). 
Gii) 设 x, 是 向 其 zz 的 第 个 坐标 ,和 且 xf € L' GO) ll 
Əf (x) 
Qr, 
Dar n of 1 /pn 
(iv) SICLQODHRMXT3-CL CR”), Vl] 


VA _ 
(2 (r) = 2rir, e f (x). 
Lk 


OD 设 f.g€ LR, K 
(Cf gota) — Fr) * gGD. 
(RH Fubini 定理 直接 计算 ) 
定理 13 设 /ELCR", 则 f(x) 是 R" 上 的 一 致 连续 函数 . 
证 明 根据 等 式 


. 个 
= (— NixGcO)G). 
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fG-c Rh -—fao)- [footer — 1]e?*7dy 
可 知 
AG +h) — f G)| <f yo | lez» — 11dy 


<f folle 1ldy +2| If ldy. 


对 于 任 给 的 e>0, 可 取 充 分 大 的 ~, 使 得 上 式 右 端 第 二 个 积分 
小 于 e/2. 再 取 定 如 此 之 7, 显 然 只 要 | 有 | 充分 小 ,可 使 
le"? —1|«e2. ly| sr. 
从 而 只 要 |h| 充 分 地 小 ,就 可 使 |Azx 二 Ah) 一 用 x)| 可 以 任意 地 小 且 
5 x 无 关 . 
定理 14(Riemann-Lebesgue 引 理 ) 设 fE L'(gm), Wi 
lim f(x) = 0. 


lri 


证 明 (1) n 二 1 时 , 令 FGCz) 一 XeoCz), 则 


— 2mb. -—2m 
2 n e ar 


fG) 2Tir 
此 时 结论 成 立 . 显然 ,如 果 f(x) 有 形式 
jz) = fi iG) fn, 
Wi] Cr = Gi a2. x22 
Fea) = fila) iG f Gs). 
由 此 知 当 f(x) 为 长 方 体 T 上 的 特征 函数 时 , 必 有 f(x) 一 0(|z| 一 
co ). 从 而 进一步 ,本 定理 对 阶梯 肖 数 (Xi(z) 的 线性 组 合 ) 是 成 立 
Gi) 对 于 fE (CR"),e 之 0, 存 在 阶梯 函数 p(x) ,使 得 
lf — el < €/2. 
由 于 AG) (9 04-900 , 故 当 |z| 充 分 大 时 有 
I£Go I IG — $9001 7 1eG)| 
«uf — eh + ec «e. 
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注 ”这 无 疑 是 Fourier 变换 的 重要 结果 ,但 由 于 历史 原因 , 仍 称 
之 为 Riemann-Lebesgue 引 理 . 
定理 15( 乘 法 公式 ) 设 gcL aeu 


| of gd - MO 


由 上 可 知 ,fE LICR") 的 Fourier 变换 f(z) 是 一 致 连续 且 
f(x) 一 0(|x|>o0). 但 fF 不 一 定 属于 工 (R"), 而 且 即 使 一 个 函数 
g(x) 具 备 后 两 条 性 质 , 也 不 一 定 是 LRO RR f 的 Fourier Æ 
换 . 请 看 下 面 的 例子 . . 

例 1 设 n=1, 并 令 


Inz’ roe, 
g(r) = 

v 

e? 0zxccrse, 
gx)-—-—g(—2), r«90. 


显然 ,g(x) 在 R' 上 是 一 致 连续 的 且 gGO--0C|x]-792). 
假定 存在 f€ 11CR') ,使 得 f(x) 二 g(x), 即 


十 co uus 
gi 一 | foye dy, 
由 于 g(x) 是 奇 函数 , 故 上 式 又 可 写成 
十 co . 
g(x) = | fye "dy, 


ne 
由 此 知 8 (7X)= if f Gosin(2zxx y)dy 


boo 
一 | F(y)sin(21ry)dy, 
0 


其 中 FGO-i[fG)—f(C- 3) ]€ L'CC- 99,990. XE EXE Ce IND 
上 作 积 分 ， 


N oo N ai 
, | ga) ir — | FG) (| sinirtya dy. 
e 0 e 


x£ 
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注意 到 


| a < lim (^ 98 sint 
a € 


根据 控制 收敛 定理 ,可 知 上 式 右 清和 可 分 当 mu" 然 
而 ,我 们 又 有 


N 
lim Dir = = lim Í dx = oo, 


N= N-ej. rinr 
这 一 矛盾 说 明 上 面 的 假定 不 成 立 ， 
下 面 我 们 来 具体 计算 两 个 重要 的 Fourier 变换 的 例子 ， 
例 2 ifGo-e "RI 
fG) ent, 
证 明 只 需 看 ”一 1 的 情形 ,我 们 有 
f (x)= fpe e dy 一 e= f eeo tidy 


R! 
= ev e^" dz, 
[M 
Hp z=y+ix; C: yir, —oo«y«oo. 由 Cauchy 积分 定理 知 
上 式 最 后 一 个 积分 为 


+o 2 
| e “dr = 1. 


一 ca 


从 而 结论 得 证 . 
HE eU WO Gauss 区 数 , 它 是 惟一 一 个 Fourier 变换 的 不 
动 点 . 
例 3 设 fGo-e "Vgl 
fa) =C, L C=T H), 
(1 十 j|: 


证 明 首先 ,利用 公式 


-s _ 2 [7 cossc 
e = Mus $0 


可 得 表示 e “的 另 一 积分 公式 如 下 ， 
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e 一 一 zl cossz| Í eH jas 
X jo o 
i ES el cossze- "doe | de 
X Jo o 
1 (7 +o | ; 
== + e^ f ee tm dz |d 
Tjo us 


Gr = 2ny) o o us 
= zl ZI eme 4na 'dy dt 
9 一 ee 


(用例 2) 


1 7 oett os 
tdt, 
Fl, Sr F 
其 次 ,应 用 上 述 所 得 e-: 的 积分 公式 ,可 知 
f(x)= | ed 


2 


je 
本 t dz 2 *d 
ME orf e y 


i v Ee emayja 


SPa A pan? estas 
0 


= a Pp H | a41 


55] 0 o E, 

注 He WM Fourier 变换 称 为 Poisson 核 , 它 与 上 一 个 
例子 中 Gauss 核 一 样 , 在 很 多 数学 领域 中 极其 有 用 . 

Fourier 变换 理论 的 核心 问题 之 一 是 它 的 反 演 问题 ,在 这 里 我 
们 介绍 一 个 结果 如 下 : 

定理 16 (Fourier 变换 的 逆 定 理 ) 若 fELR), fe 
L' CR”), kj 

FFY) = FFT) = flr), aercR, 
Hh o GOX*mR 
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cz-—1 — Zrir*y 
F WD) = [ gone dy. 


有 时 F BE g. 
证 明 给 定 £00, 
KE — ert. eom US B LC ge 
根据 Fourier 变换 的 性 质 , 并 令 gl) —expC x x1). 8PALGE 
上 例 ) 


x 


py) = te^ E -= gir — y), 
Jp gD =g T] ,从 而 由 乘法 公式 得 到 
| era , orint FE)dE -| 广 (CE)pCE)dE 
R' R 


= | 80dy = MICE — yydy 


= g, * f(x). 
由 于 exp( 一 x|zx|’) 在 R" 上 的 积分 等 于 1, 故 根据 允 近 恒 等 定 理 我 
们 有 
limllg, *f— flh = 0. 
AHE, KA f € Leo , AA d Pid ui EE SC up (8 
lim e geriet Peeyqe =f f (e "qe, 
Ld a 


这 就 说 明 f(x) 一 一 (六 (zx), ase ER EI GG = 
f(x).a.e.z€R. 

Ra 若 fEL',fEL', 则 名-1(f)(zr) 是 一 致 连续 且 当 |x| 
~co 时 趋 于 零 .因此 ,改变 在 一 个 零 测 集 上 的 值 后 , /zxz) 就 成 为 一 
个 连续 函数 , 且 使 得 对 一 切 zER*" A FAS f(x). 

注 2 车 /ER”) 且 f==0, 则 

fíx)—0, a.e.rxrE€ER'. 
注 3 对 任意 的 非 负 整数 上 以 及 多 重 指标 a, 今 
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lf lla. = supCX1 + jepi], 
ER 


= (f£ € CORY: fl < co 一切 &,a). 
并 称 5^ scans E x 间 ( 速 降 函数 空间 ). 
易 证 : ESES, WES; S 在 1(R") 中 是 稠密 的 . 


4.2 LCR") PH Fourier 变换 


大 家 知道 ,对 于 JELC), HATEN Fourier 变换 的 积分 
不 一 定 存 在 ( 按 通常 收敛 的 意义 ). 虽然 如 此 , 它 仍 可 按 某 种 较 自然 
的 方法 来 导出 ， 而 且 由 于 LÆ Hilbert 空间 ,其 Fourier 变换 的 理 

论 是 最 完善 的 . 

我 们 的 思路 是 这 样 的 : 考虑 到 LALE LR) OIK 
LCR")) 中 稠密 ,而 且 是 LOU CLR LCR")) 中 的 线性 子 空间 ,于 
是 从 L'H Fourier 变换 出 发 再 拓 广 于 是 一 条 可 行 的 途径 . 

引 理 17. 设 fEDNLCR"), 则 了 ELCR"), 且 有 

fl: = Illa. 

证 明 $ X={(fFEL (R): fEL(R)), 显然 ,由 过 中 的 反 
演 定 理 , 可 知 XC L'GUO. XER E A RUR T X, FEL X E LCR") 
中 稠密 . 

车 f,gEX, 且 记 h(z)=g(x), 则 


h(é) = I. g(x)e "dy = NICE = g(£&). 
由 此 知 
| f(x) g(x)dr =Í fGohGodx 
R" R" 


= f fGOAGOdr = f FG gGodz. 
fd rR' 


W go — fF GO BU f8 A= ISl 
ME, SJEL NLR), #F g GO —expC x | x12. Hi 
Young FERA, g x FC L'V) LOU) 注意 到 | 
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Gn x FIE = e fe), 
而 且 FCD 8 FRI LEAD g, FEX. 从 而 由 上 述 推 证 知 
lg lla = lex fl. 
T deo yr TH SEAEXE, RID r9 0Bf lg, x FK i 以 及 LI SR LU 
SA .因此 , 当 1>0 时 ， 所 x 了 是 一 致 且 依 意义 收敛 到 了 .由 
此 得 引 理 结论 
Lf ll; = Ifl. 

如 果 我 们 用 线性 算 子 Z: LO LL 的 角度 去 考察 上 一 引 
理 , 那 么 上 述 结论 指出 : 多 是 一 个 定义 在 LR HARTE EK 
连续 线性 算 子 . 这 样 ,就 可 应 用 Hahn-Banach 延 拓 定理 来 定义 一 
般 LP RIHI Fourier 变换 . 

实际 上 ,对 fE LCR"), aE 

JfeE L NLR) (k=1,2,.) 
使 得 lim |f, — fll; = 0. 
由 | 太一 六 用 = lf — fil 8] 5. EXE LRP RAR, RAA 三, 使 
得 
lim] f, — fli; = 0. 
易 知 
IF l: = Him] fll: = imll fl = llo. 

注意 ,上 述 理论 说 明 : 对 一 般 的 SEL, H Fourier 变换 /是 作 
为 {fi) 的 二 极限 来 定义 的 ,其 中 人 fi) 是 NL 中 以 为 了 极限 的 
任 一 函数 列 . 例如 我 们 可 以 取 

f) = [/0» I| SE (1) 
0, lc| >k. 
而 其 Fourier 变换 为 
falx) = MESE 
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下 述 定 理 说 明 性 中 的 乘法 公式 也 可 推广 到 L'UB3E. 
定理 18( 乘 法 公式 ) 设 f.g€ L’ R), 
[gdz = MIO 
证 明 因为 对 于 世 门 CR”) 中 函数 ,乘法 公式 是 成 立 的 ,所 
以 我 们 取 定 gE€EDDNDCGR ,而 对 了 ELCR ), 取 {fi}C 
L'DLoGo.dd48 
limlf, — f|; = 0. 
由 gE 以 及 呢 收 敛 定理 可 知 
lim| fi GOgGOdz 一 Jf eoi oda. 
另 一 方面 ,又 有 
| ADE dz = MAG 


以 及 limf 户 Cz)g(Cz)dz = | 广 (rz)gCz)dz. 
h—ooJ) R" K 


即 得 MIS 一 [feni oda. 


最 后 ,对 于 g X Gn CEAL R, Ef Lg g llo 0 
(00) ,再 用 类 似 的 方法 处 理 即 可 得 证 . 

关于 Fourier 变换 理论 的 反 演 问题 ,ZL 比 L' 显 示 出 更 大 的 优 
越 性 . 实际 上 ,我 们 有 下 面 的 结论 . 

定理 19 Z d L'URO b. 

证 明 已 知 多 是 等 距 的 ,从 而 只 需 曾 明 .多 是 满 映射 即 可 . 
为 此 , 令 

E= {f/f:f=g, g€ LR")), 
显然 ,EE 是 2(R") 的 一 个 子 空间 .不 仅 如 此 ,E 还 是 二 (R”) 的 一 个 
闭 子 空间 . 事实 上 ,车 有 {f4} CE 而 且 |fi 一 gli>0(k> 00， 
ELR), Wh FI l= MiA AR LC(R") 是 完备 空 
8] ai CA) LRO — A Cauchy 列 , 且 存在 JEL, f=g. 
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现在 假定 EAL, MA PE L'OU.oho. S8 
NICE 9u)dr—0, f€E, 
即 对 一 切 g€ LÁ ,有 
NT odr = 0. 
从 而 根据 乘法 公式 导致 
^ a —— 
NI p (zx)dz = NT 9e(x)dr—0, EKL. 


特别 到 g —o€ LCR"), A 
lgl: = 0 = ligllz. 
Hl glx) =0, a.e.. iX F AWH E=. 

注 LbXhGE PB A Plancherel 定理 而 乘法 公式 称 为 
Plancherel 恒等式 . (这 是 R" 上 Fourier 分 析 的 最 主要 结论 ,也 是 
进一步 理论 研究 和 应 用 的 基础 . 在 其 他 李 群 上 研究 调和 分 析 的 主 
要 目标 也 是 Plancherel 定理 . 这 正如 初等 数学 中 的 勾 股 定理 一 样 、 
实际 上 各 种 各 样 的 Plancherel 定理 都 是 勾 股 定理 的 推广 . ) 

定理 20 WwW FIH F: LP) 09 LIOS RET SE , M 

CFTA) = (FP az), fFe€rnLqv. 
特别 地 VH CAO E XN 
AG) 一 Jf onem dy, 
Du lim|| f — fll = 0. 

证 明 首先 ,我 们 有 ZOS GRATO HAZ 5k 
等 距 的 . 其 次 由 LN LA (OUO E. L? On Hn B BL E RT ADLER 
f£eLp nami. 

此 时 ,有 


f* GA. Jf eoe mày 
一 lim fite) (7 的 极限 ) 
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= (7 f)(— x). 
由 此 知 ,对 任意 的 gE€EZNZL CR"), 有 


(g. f )= NT (7oope ayjdz 


= (Fg, f) = qu P. 
另 一 方面 , 义 有 (多 是 西 算 子 ) 
Qu f^) = Gg. Tf) = sf. 
由 此 知 f* (x) 二 f(x) a.e.. BẸ 
CFC r) = flr), a.e., fO x)—GF7!f)G). 
推论 (惟一 性 ) 设 /CLQOo-E 7 太 (z) 三 0, 则 AG) —0.a. e. 
rcR. 
类 似 于 L'OUO PIE] AS FA] Fourier 变换 ,我 们 也 有 
定理 21 GP fac LUGD UC x oo = f(r) ha). 
证 明 En f-g€ LR. gl(y) 一 g(x 一 y), 则 有 
WE = ge", EER 
注意 到 .多 在 L(R") 上 是 西 算 子 ,可 知 


fxgCxr)= | fy py dy = | fE) EdE 
R^ R” 


= MAGOS = FFR). 


4.3 LCR" O<p<2) PH Fourier 变换 


在 LRK L (RHI Fourier 变换 理论 的 基础 上 ,我 们 就 可 
以 导入 L'(GU) Op—2)ff Fourier 变换 . 
^ L-c-L-G:f-—fcTff€LQGUO.f€LQ(GnDYYJEFEX 
L'- Li 的 Fourier 变换 为 
f=fi +f 
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其 中 fE LRO m Fourier 变换 ,所 是 L? (R) ri Fourier 4E 
换 . 

这 一 定义 是 合理 的 . 事实 上 , 若 有 

S= fit f5 g tgo fom € L, fasg: € LR), 
则 有 一 gi 一 gs 一 /2. ETERA RC LO L, CRX A Ea 
的 差 的 Fourier 变换 是 一 致 的 . 由 fig =g: 访 可 知 

Íi +f = g + g. 
此 外 ,我 们 还 有 
L'CLD-LDL Opec). 
ERE, IF SJEL RO , 作 分 解 /二 用 十 fi, 其 中 
fiz), |foe»ix1, 
AU cp ma, PITA 

则 有 


f lar < f 1 ldr < h fd < o, 


pwls f Ades | l< o. 
这 说 明 NEL R), f ELR. TERE 
fT. 

这 样 ,对 1 92, L’ CR") 中 的 函数 就 可 以 导入 Fourier 变换 ， 
然而 ,对 于 户 >2, 上 述 方法 失效 .不 过 ,在 广义 函数 的 意义 下 ， 
L'Cp2»2)4/5 i] S A Fourier 变换 ,只 是 此 时 它 不 再 是 普通 意义 下 
的 函数 了 . 


$5 调和 函数 的 基本 性 质 


R ulr)=u ltt ,Xr) 定 义 于 区 域 DCR" 上. 若 


ə 
Au (xXx) = > AE = 0, r€D, 


J=1 
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WPK u Æ D 上 的 调和 函数 ， 
定理 22( 调 和 号 数 的 平均 值 性 质 ) 设 zz) 在 区 域 DCR 上 
调和 S B Ow DCD, W 


un) = "EI 4 rz )da. 
WEBH 记 
f6) = "RIS + sx dal. 
显然 , 是 (0,r] 上 的 可 微 函 数 , 且 有 
f(s) 一 Ef 20. + sa! 2x ,da'. 
易 知 其 中 的 被 积 函 数 等 于 Dou Gr esa Ee ER rot srih 


外 法 线 方向 上 的 导数 ,从 而 又 有 
PG- — Dude, Gr), 
其 中 o, 表示 球面 上 的 Lebesgue WE. 
现在 ,应 用 Green 公式 ,可 得 
1 


FG) = Ax(z)dz = 0. 
5 Wa) Blro,s) 
这 说 明 f(s) 一 常数，s € Orl 
因为 limf(s) = ulz), limf(s) = f(r), 
S50 s--r 


所 以 有 fG)-—uCGo) BI BrüE. 


d... 
|BGro 7) 


推论 2 ducc? OD.HiED ERAOEISfETERRS , M u 是 万 
上 调和 函数 . 
证 明 固定 zoED, 且 B(xo,r)CD, 则 由 


ulz) = "n ux, + redr 


ulr) = 


| u(x)dz. 
Bergr) 
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可 知 , 上 式 右 端 对 > 求 导 等 于 零 . BIA u€ C? GOD ,所 以 
d z, ur, + rz’ ode! | 


0— qi 


-il. p 十 rz DET z,dz'. 


考虑 在 ,一 0 点 的 导数 ,又 有 
0 二 上 式 右 端 = 二 (f tayda! ju GO. 
n jo 47 


Wa 


EEE = 0,] Æ k; f, Gr, Jdr’ = " 


易 知 一 Sua) = 六 Ar 

推论 3 设 DCR" 且 是 一 个 区 域 ,uw(z) 是 DD 上 的 局 部 可 积 孙 

数 , 且 在 D 上 具有 平均 值 性 质 , 则 w(x) 在 D 上 调和 (由 此 知 
u€EC™(D)). 

证 明 因为 结论 是 属于 一 个 局 部 性 的 问题 ,所 以 不 妨 假定 D 

u(x) 二 0(xED), 则 在 全 空间 


注意 到 


9 


一 个 球 , 且 uE LD). RGS 
RP 上 有 定义 . 
取 gEC™'(R") 是 一 个 向 径 蚂 数 ,和 满足 
| Grdzr — 1, suppecC B(,1). 
HERRA ROR (e G0 ) TERR urala), TRS e 充分 小 时 ， 


对 0 过 re, 有 
u * (XT)= f pr) (f ne — ry 2dy' ir" dr 
0 


一 [eom Gov tdr. 
e 


从 而 得 
ux Q(x) = u GO, [ oor tdr = ux) 
0 
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由 于 xx Q(z) 属 于 CCR"), 故 由 上 面 的 推论 即 得 所 证 . 

定理 . 23( 调 和 基数 的 极 值 原 理 ) 设 x(z) 在 区 域 DCR” 上 调 
和 , 且 

M = supu(z) < œ, 
z€b 

则 xz)<AM,zrEDD 或 xCz) 一 常数 ， 

证 明 REFE ED, Ei 

uls) S ulr) =M, rcD. 

则 取 7 之 0, 使 得 BCxo,r)CD, 我 们 有 


col. 
| BG r2] 


因为 x 是 连续 函数 ,所 以 必 有 
u(r)—M, x€ Blro,r). 


| u(r)dx = u(x) = M. 
Birgor) 


这 说 明 点 集 
E = {x € D; ulz) = M} 
是 非 空 开 集 . 但 是 点 集 
DNE = {x € Di u(x) < M} 
也 是 开 集 . 从 而 根据 D 的 连通 性 ,可 知 
DNE = Ø. 
即 得 所 证 . 
推论 (惟一 性 ) 设 DCR 是 一 个 有 和 界 区 域 ,w(x) 与 wz(z) 在 
世上 连续 ,在 D 上 调和 . 若 
ulr) = wr), rE 23D, 
Wa Cr)= ulr), rE D. 
证 明 ”只 需 考虑 ulr)=ulr)— ukr), IR 
ulr) —0, zx € 9D. 
从 而 由 上 定理 知 
u(r)-0, r€D. 
定理 24(Liouville) 设 x(z) 是 尺 上 的 有 界 调 和 函数 , 则 
u(X) 二 常数 . 
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证 明 对 R' 中 的 任意 两 点 ai ,zs, 由 平均 值 定理 可 知 


1 . 
ulr) — ulr) = BG, DEC Jdr 
— mood u(x)dx 
iB) BG rn) f ` 
取 >- 充分 大 ,并 大 于 d= |x 一 zxz|, 我 们 有 
Jul) ~ ulr) | x els [BG rD ABGor)|. 
|BGi P NBGsrn | < |BX(Os 0D |0" — G — d)» 
< Dard = er" d. 
n 
所 以 我 们 有 
od 
luz) — uro | < Plin 


4 一 ceo 即 得 所 证 . 

定理 25( 反 射 原理 ) i D Æ RU PF R XR zts 
Ln EDE CsT EDATE, uly) D E 
的 连续 函数 , 且 满 足 

u(r,y)-—-— ulz, — y). 

diudED'-—(G,.3)€D: y»0) ERI M u EWA D 上 调和 . 

证 明 我们 只 需 指 出 x 在 D 上 满足 平均 值 性 质 . 

G) 对 xoE D* ,B(xzoyr)CDT ,由 调和 性 可 知 w(xo) 等 于 (zx) 
在 球面 3B(zo,r) 上 的 平均 . 从 而 对 于 D ={(z, 一 y) € Di y>) 
中 相应 x € Dt 之 点 处 ,也 有 相应 的 球面 平均 值 性 质 . 

GD 对 于 x Gn tx, 0) € D, WA Cr) =0, nf AL uC) E 
Beco C D 的 球面 平均 值 也 为 0. 证 毕 . 

推论 i Ei = {Crisan y) ER: yyD0) 设 xzyy) 在 
RU 上 连续 , 且 在 RVÜ EWM, SHE 
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u(r,0)—0., z€ R. 
Ë u ERU 上 有 界 , 则 
u(r,y)-0, (zyy) € RW. 


习 题 
L 设 f(x),g(zx) 是 Rr 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 有 SS, 


[a GOdz1, 1« p oo ESI 


/p 


T i 
lx (| Agada] “十 IMS — fix) *y gi) . 


提示 : 考察 L0,1] 上 的 函数 @(x)=(1 一 xu2) ,并 用 Jensen 不 
2. R fEL (io,1]),r>0, 证 明 
limi], = exp [In Léo ldz}. 


提示 : 应 用 Jensen 不 等 式 于 对 数 函 数 , 男 一 方面 应 用 不 等 式 
Inzzzr-—]1. 

3. 设 Oc poo. f € LU), | £GO EMG € RO ,证明 : f € 
L'R"), pq. 

4. 设 0 pcoo.f€ LU. HE 

|r € R: fix) 60) | « eo, 

证 明 : FE L'(RO , 0g p. 

5. 设 ECR'.|EIDO0. f(x) Æ R" EE fin] i pg c. 若 对 
0<<r<<1, 有 


JEn d <| C T 
证 明 MI TAE] 


6.  l1«psqTiàgEL(QG")-—LQOGOIBIERTER- TW T 是 
(p ,9 ) 型 . 
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7. dE Tf (x) —a GO flr) aE L (QU) ,1«zirstoo ,证 明 : 对 
8. 设 1x p.q«o. 


C= MINES dz] ay 


| MP, co, 


Tf) = | KG» fo0dy, 


证 明 : [T I CHI. 
9. 设 1 和 2 于 十 co ,考察 fF €L'(0,99)) ,定义 


: u f(y) 
TI =f zy» 


证 明 : Tf, 所 Cy fll 
提示 : 用 Hardy-Littlewood-Polya 定理 . 
10. Hb 1 和 2p 委 co ,考察 f € L'(0,09)) , 


Lfao)- role — D fü)dt, a 0.20; 


JG) — x I da 


证 明 WA Rer s le 


提示 : 同上 题 ,考虑 KG Go ix^ “Xon CY. 
11. 设 1«r«qxoo, r« oo, HI 


r 1 
TCD = | KGlfody, zy 
E OLI ST HE (QU /[r.q/ r) E ,证 明 算 子 T: 
Tf) = [ KEDO dy 


是 (p 90) 70. 
12. 设 g Go vw GO TEC o9) E Je 3E ff FT TRE BRE o C JE E D 


的 ,证 明 : 对 Oro. pH 


oo x p 
| (| gody] Xx C'wr)dr 
0 0 


1/p 


40 


« E| eeo pawa da]. 
13. WE TF AL CJÉ S08 DA: 
lix € R; JTA] 2 AM CA" Él» A7 0. 
对 于 正 数列 {Ci) ,定义 


oo 


Tf(x)- DCT GO), No « oo, 
k=l 


k=l 
证 明了 是 弱 (1,1) 型 . 
14. T: (CR") 一 12(R") 是 有 界线 性 算 子 , 且 有 IT7l;= 
All 若 又 有 
ITF Cf FELN, pl, 
证 明 : [Al CA ITA ,这 里 1/p 十 1/p 二 1. 
15. RT: L'QUOL'GQUTRCR FEERTETE T 0 pq. 大 p 
rq ule; 12 vlla» ERAF S: 
Sfr) = vw)" Tlg * u^) (x) 
是 Cr,r) 型 . 
16. E KCL'(1L^(OUD.f € LOU), 
K.(x)—t€"K(xr/te), €250, 
记 A 是 (0,ce) 中 的 稠密 集 ,证 明 
sup|K. x f(r)| = sup IK. * f(x) |. 
. 17. 证 明 次 线性 算 子 了 IH] ERES (1,108055 (oo , 090 E A 
必要 条 件 为 : 对 一 切 AE 元 十 上 有 
|x € R"; [Tf£G2| >å] 


<ŞẸF Hæ eR: /| >t) ldt, 
A/(QU 


其 中 C 与 C: 各 为 了 的 弱 (1,1) 界 型 常数 与 (co ,ce) 界 型 常数 ， 
18. 设 人 是 一 个 算 子 , 且 对 每 一 个 4 六 0,7 可 分 解 为 7 一 
Tic T, Kr 
[Tf S aA/2: Tfl s CAU "Lf. 
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证 明 工 是 弱 (p,q) 型 . 

19. i fEL1(R'), 且 有 

[fe 7-0 -foldes ls ce R. 

证 明 f(x)—0,a.e. x € R.. 

提示 : 应 用 1 FILLE gH Cem Df t. 

20. i ECR.,|E|20,HX zyE 五 时 ,有 

(r+ y)/2 € E. 

证 明 五 中 含有 非 空 开 集 . 

提示 : 不 妨 设 |E| 二 ,并 作 

Fæ = | xs — y) «Kely)dy, 

则 jz/2) 一 XexXe(zr), 且 显然 了 不 是 零 元 . 


21. 举例 证 明 存 在 f, € LR), flm 1.51.2, 
n-oBb, fa f. Gro EREL- Sl SEP E Pf, a) = 


fa). 


提示 : 9 gG—-vn Xe, Cx), E, [ — 1/2n, 1/2n ,并 作 


fog). 


$ x x B 
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第 二 章  Hardy-Littlewood 极 大 函数 及 其 应 用 


1930 年 ,Hardy-Littlewood 在 一 维 周期 区 间 上 给 出 了 (一 个 函 
数 的 平均 ) 极 大 函数 的 概念 ,Wiener 又 在 1939 年 将 其 移植 于 n 4 
欧 氏 空间 . 此 后 ,由 于 它 的 广泛 应 用 , 现 已 发 展 成 为 比较 成 部 的 理 
论 . Hardy-Littlewood 极 大 算 子 是 Fourier 分 析 领 域 中 最 基本 的 
和 最 重要 的 算 子 之 一 ,本 章 除 了 介绍 一 般 框 架 外 ,作为 应 用 还 讨论 
了 它 与 某 些 重要 算 子 的 密切 关系 .顺便 指出 ,文中 所 介绍 的 窗 盖 技 
术 是 研究 算 子 弱 有 界 性 的 基本 途径 ;Lebesgue 微分 定理 的 证 明 思 
想 也 是 处 理 算 子 列 点 态 收 和 敛 所 使 用 的 普遍 方法 . 


$1 Hardy-Littlewood 极 大 函数 
的 定义 及 其 初等 性 质 


E n 维 欧 氏 空 间 R "Hia Q 为 闭 或 半 开 闭 的 ( 正 ) 方 体 , 其 
边 、 面 平行 于 坐标 轴 ; 记 Q(z,r) 表 示 中 心 在 点 xz 且 其 边 长 为 -0 
的 方 体 , (QI Xo Q 的 Lebesgue 测度 . 在 Q 二 Q(x,r) 时 ,1Q 表示 
Q(x,tr),t>0. 

定义 SEL R, IER, SEA r EA, P 


u BM 
Mf(x) = sup rS (dy 


为 了 的 定义 在 六 上 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 , 简 记 为 H-L 
极 大 函数 , 称 M 为 H-L 极 大 算 子 . 
这 里 的 极 大 是 一 种 取 平 均值 的 极 大 ,因此 , 它 可 以 具有 各 种 不 
同 的 形式 而 便于 满足 各 种 需要 . 在 下 面 , 仅 就 最 简单 的 两 种 情形 介 
绍 如 下 : 
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例如 , 令 
1 
Mf) = Sup IQGr) "m fn ldy, 


并 称 其 为 H-L PLRK ES Z, ARE, M. A H-L 中 心 极 大 算 
子 . 显然 有 


Mfr) SMF), r€R'. 
另 一 方面 ,由 于 对 包含 点 zx 且 边 长 为 > 的 任意 方 体 ,可 作 方 体 
QC, 2r), 113 


Q ED 
QC QG,2r), [Oz 25 —2*' 
故 根据 不 等 式 
[Q(zr, 27)| 1 . 
RIO dr PSI oo) A02 Mr 
立即 可 知 


Mf) S Mfz), x€R'. 
这 说 明 此 两 种 极 大 函数 是 可 以 互相 控制 的 . 
又 记 B, nH R" "PRU x teo REA p 为 半径 的 球体 , 令 


E - 1 
Maf (x) = sup TRO n M0 dy, 


称 为 H-L 中 心 (球形 ) 极 大 函数 . 类 似 地 ,也 可 定义 H-L 一 般 ( 球 
形 ) 极 大 函数 . 

由 于 对 球体 B(xz,r), 可 作 方 体 Q(x,2r), 使 得 B(x,r)C 
Q(z,27); 而 对 方 体 Q(x,r), 又 可 作 球 体 B(xz,~Mnr/2) 包 会 
Q(z,r7), 故 参照 上 面 的 推理 方法 ,可 知 Msf(z) 与 Mf (x) 也 是 可 
以 比较 的 . 

由 此 可 知 ,在 (R”",dx) 上 ,只 要 知道 了 上 述 各 式 H-L 极 大 算 子 
之 一 的 情形 ,就 可 获得 其 他 平均 极 大 算 子 的 相应 信息 . 

我 们 有 下 列 初等 性 质 : 

G) H-L 极 大 函数 是 下 半 连 续 函 数 , 当 然 也 必 是 可 测 函 数 . 现 
在 以 Mf GO BIS T ERR. 下面 指出 对 任意 的 AZ 0, SE 
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EmA) = (ix € R'; MFD >A) 
是 开 集 . 1/8] iie R NE; CO EAR. 

现在 假定 {zi} 是 En OO RS — e REL SB zk 一 工 (一 
co), 从 而 问题 归结 为 证 明 : 对 任意 的 以 z 为 中 心 的 方 体 Q= 
Q(Czyr)，r>0, 有 

e, fold» «a 
H QSR Cr) s JE R Ra] 
fiy) = f(y) Xo W), 


QAQ = (QAQ) U (AQ), 
显然 有 


| 六 Co | IO, limf) = 0. 
从 而 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,可 得 


lim ra fOD 1dy = 0. 


但 另 一 方面 ,又 有 
d. 2001 
iji, nM» = Qi], fo? d <à. 
于 是 在 不 等 式 
cd. 
vail. |fCy) |dyz T fo idy 十 Teil. LAG) ldy 
x xil. |J) |dy + à 
中 令 &>o0, 即 可 得 证 . 


Gi) M 是 Li(R”") 上 的 次 线性 算 子 , 妈 对 fig € Lio R), A 
M(f + g) GO x: MfG») + MgGo, 
M(af)G) = ja| MfG», 
Gii) M 是 (ce,co) 型 , 即 


Mf S Ifl. 


“是 常数 . 
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$2 赣 盖 方法 ,H-L 极 大 算 子 在 L?(R") 上 的 有 界 性 
2.1 可 数 履 盖 与 弱 (1,1) 型 


在 本 节 中 ,我 们 将 证 明 H-L 极 大 算 子 M 是 从 L' 0883 L' 22 [i] 
L4 上 的 有 和 界 算 子 ,所 用 的 方法 是 所 谓 的 可 数 材 盖 技术 . 

首先 ,让 我 们 阐明 以 下 事实 : 如 果 SELLR), M f(z) 不 是 几 
乎 处 处 等 于 零 的 ,那么 Mf ELR). 

实际 上 ,可 选 N 充分 大 ,使 得 


fuco lan. 
再 取 ME al >N, HA Ie Co 20e 2l]. 我 们 有 


1 1 人 
MfG)2 + dy — aal. (y) |d 
faz rj only = | fonda» 


1 N 
之 nr SO) dy > 
这 说 明 对 充分 大 的 jz|, 有 


MfG) m. C= do 
ix 8 


上 述 议论 启示 我 们 去 探求 Mf GO] 4n RC Em AO 1 的 大 
小 .为 此 目的 , 按 常规 是 用 徐 盖 的 方法 . 例如 对 每 一 点 zE Eu OO, 
可 作 一 方 体 Q, 使 Q 包含 xz, 其 至 考虑 到 Ew(24) 是 开 集 ,还 可 使 Q 
C- Eu; CO. 即使 如 此 ,由 于 这 样 的 覆盖 ( 方 体 ) 族 数量 太 大 ,致使 无 
法 估计 其 测度 之 总 和 . 克服 这 一 困难 的 办 法 ,就 是 从 中 选取 一 部 分 
并 仍 保持 某 种 长 盖 性 质 . 下 面 介绍 的 著名 Besicovitch T zs xe PE IE 
是 这 类 所 谓 可 数 覆 盖 技 术 的 一 种 ,还 有 一 些 将 在 习题 中 谈 及 ， 

定理 1(Besicovitch 覆盖 ) R ECR 是 -- 个 有 界 集 . 若 对 每 
一 个 z6E 五 ,存在 方 体 和 =QGCzrGz)), 则 从 中 必 可 选 出 方 体 列 {Q， 
zQGuarGO0)) ,满足 
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> gil. 


G [] QDE; 
k 

GD > Xa DKO xER", 其 中 常数 6, 53 E RZ. 
k 


证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 
0 一 supirCz): r€ E) «oo. 
取 ziE 匹 ,使 得 rlr) > (3/4)4, FE E QSr ori D). 再 


d 


l = supír(x); x € ENQ}. 
取 r: € ENQ, IE Er GO (G/A Lh. HE Qu 二 Q(x， 
r(zz))，…，, 其 中 
k—1 k—1 
l = sup [r(a); x € EN UQ} Te € EN US. 
i=1 i=l 
使 得 rr > (3/4), a4 并 选 定 方 体 
Ge 一 QCrrCre))， 
…. 如 此 继续 下 去 ,可 得 {Q4). 
Jl (Qu) 4 76593 91 3B 2 
lim r(x) = 0. 
T3: E , 若 此 结论 不 成 立 , 则 存在 o> RTA k) ,使 得 
rT) > Eo i= 1,2, 
从 而 注意 到 


lQ,niQ - 8 GE j), 
可 知 [1/3)Qs 的 测度 为 ce. 但 是 ,我 们 有 


U iQ c i € mi dis) < ho), 
且 知 上 式 右 端 为 有 限 测度 集 , 这 导致 矛盾 . 
现在 可 以 证 明 结 论 G) 了 . 如 果 (i) 不 成 立 , 即 有 r€ El Q 
ze HB OBSS r G0 20. 这 与 选取 过 程 和 r(ze) 一 0 
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为 证 (ii) , f£ x € R" ,并 通过 xz 作 个 互相 垂直 的 超 平面 ,每 
个 超 平面 均 平 行 于 坐标 轴 . 这 样 ,又 把 Rr" 划分 为 2 个 (新 的 ) 和 象限 . 
对 于 任意 固定 的 一 个 象限 来 说 , {Q@&}) 中 几 是 中 心 在 此 象限 内 且 又 
包含 点 工 的 方 体 至 多 有 一 个 . 由 此 可 知 6,— 2". 

iR (Qu) 是 有 穷 列 , 即 存在 自然 数 N ,使 得 

EUG = Ø. 

此 时 , G), GD 显然 成 立 ， 

注 1 在 上 述 定理 中 ,如 果 巨 是 无 界 集 ,但 具有 条件 : 

sup{r(x): r€ E) «oo, 
那么 结论 仍然 成 立 , 只 是 常数 0, 要 加 以 适当 好 改动 ,但 仍 只 与 
有 关 而 与 无 关 . 事实 上 ,我 们 只 需 首先 将 RT 分 解 为 可 数 个 边 长 
为 定 值 1 的 互 不 相交 的 方 体 {Q?”}) 之 并 集 , 然 后 对 每 个 有 界 集 Q^ 
CLE 应 用 上 述 定 理 ,可 得 可 数 个 方 体 {Q;”). 显然 有 
ECIJUQ». 

此 外 ,不 难 证 明 , 方 体 列 {Q”) 对 不 同 的 点 集 RQ NAE 之 相 重 数目 
仍 是 有 限制 的 . 

注 2 在 上 述 定理 中 ,如 果 餐 盖 族 是 由 长 方 体 组 成 ,而 且 它 们 
之 间 皆 可 互相 比较 的 ( 即 平移 后 可 互相 包含 ) ,那么 结论 仍然 成 立 ， 

现在 来 证 明 极 大 算 子 MAKA, DARTE. 

定理 2 存在 常数 C>0, 使 对 任意 的 人 0 以 及 JEZLICR ) ,有 

liz € Ri MfG) AM < SA. 


其 中 CC 只 与 维 数 n 有 关 . 
证 明 令 EmA =irE R, MfGoO7222) Bl 8 Mf(x) 的 定 
义 , 对 每 一 个 z€E Eu CO ,存在 包含 z 的 方 体 Q' ,使 得 
ien], Foy >à. 


再 作 一 方 体 @=Q(z), 它 以 z 为 中 心 且 边 长 为 Q 的 边 长 的 两 倍 . 
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SR QOQ'.mHlIQI-2'IQ'I. ^m 
Q' -n 
il | fé lidy > IQ] wil. ,f(y [dy > 2 À. (1) 


由 Ke€LGOUEIQIs2 n fli«eo, ARFA SS Eu OO 
TK (QGO }) es 满足 Besicovitch 窗 盖 定理 的 条 件 ( 见 前 注 1)， 
从 而 存在 {Q)， 


Ew C U Dot) «x 6. 
k k 
注意 到 每 一 个 Q 都 满足 (1) ,因此 我 们 有 
Eco | « | US | Die 
k k 


<>) Fh [dy = ZX p O0 Xa ody 


= AF LAC» | 2 Xa ody < Tap. 
即 得 所 证 . 
2.2 强 (p,p) 型 (1I<p<co) 
对 于 1 二 pp 二 2o,M 是 (p,p) 型 的 .证 明 这 一 结论 的 方法 ,可 利 


用 一 个 改进 了 的 弱 性 不 等 式 进行 直接 估算 . 
引 理 3 i fE Lie (R"), MIXI A08 


. C 
DNE n |f (x) ldz. 
证 明 对 函数 f 作 如 下 分 解 : f= 十 ffi， 


fœ S> os 
fix) = fi=f— fi. 
0, If(zx)| x 2 


显然 有 Mf GOSMf,GO-- MfsGOS Mf Cx) A/2, fi A 
A 
DOES | [z € R"; MfG) à) | 
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«T Aæ de= Ef ire lda. 
À R À Ey(G/21 


定理 4 设 1 和 2p2<co ,存在 C=C(Cp)>0, 使 得 
IMFs CI, f € LR”). 
证 明 应 用 上 述 引 理 ,我 们 有 


| MMfGo'dx = p| x [Ew (A) |dÀ 
R 0 


«C. el GO dz da 


EjG/2) 


«aC p| tu [ IAE Dien God )dà 
t 0 
2|1fCGo| 
= 2C. efr Xdajdz 


一 2c| 22m) ;^ij. |f Cx) |'dz. 
即 得 所 证 . 
2.3 关于 测度 4 的 H-L 极 大 算 子 


前 面 讨论 的 H-L 极 大 函数 是 以 Lebesgue 测度 定义 的 ,一 个 
有 用 的 推广 是 用 测度 wz 给 出 的 : 


u dl. 
M,f (x) = sup POMA Idg), 


这 里 ,假定 w 是 Borel 测度 . 由 于 在 论述 算 子 M 的 许多 性 质 中 , 曾 
多 次 用 到 一 个 初等 事实 , 即 12@81=2 1Q1, 故 为 了 获得 类 似 的 结 
AR ,我 们 还 需 假 定 w 具有 所 谓 倍 测度 性 质 : 存在 常数 DD, 使 对 任意 
AU QUE 
uQ) SD'A). 

顺便 指出 ,由 w 的 倍 测度 性 质 ,还 可 进一步 推出 下 述 结 果 : 对 

任意 >0, 必 存在 8>0, 使 得 当 两 个 方 体 Qi 与 Q: 相 交 而 且 满足 
IQ; | < «|Q; | 
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时 , 则 有 
QD S PQ). 
实际 上 , 记 Qi,Q: 的 边 长 为 六 ,r, 则 由 条 件 知 rar, EA x; 为 
中 心 的 方 体 Q , 易 知 
Qr; + 247) D Qi U Qr. 

由 此 即 可 导出 8, 且 结论 成 立 . 

此 外 ,我 们 总 是 认定 u(QOIO.QCR" 是 任 一 方 体 , 并 且 设 有 
界 集 的 测度 总 是 有 限 的 . 

定理 5(M, ERR, 20 L'(R" ,40).— VE fF € Li GR" «40 Wl] 
对 ALTO 


pfz € Ri Mf GO AD < S Mou, 


其 中 常数 C 与 4,f 无 关 . 
证 明 类似 于 证 明 前 述 的 M 是 弱 (1,1) 型 的 过 程 ,这 里 不 再 
此 外 ,AM EER ,OL (GR 400 8. 1L pscoo. 


$3 Lebesgue 微分 定理 与 点 态 收 敛 的 极 大 函数 法 


3.1 Lebesgue 微分 定理 
我 们 知道 ,对 于 JE LOU) V Wu 


E [rod] fix), a.e.r € Rl 


这 一 结果 在 微 积分 理论 中 占有 重要 地 位 . 然而 要 把 这 -微分 定理 
推广 到 R 上 ,情况 就 变 得 复杂 了 . 首先 ,这 是 一 个 点 态 极限 的 问 
题 ,如 果 采 用 一 般 的 不 定 积分 ,那么 就 要 处 理 "个 变 证 的 多 元 极限 
过 程 ,致使 该 结论 不 再 成 立 . 因此 ,我们 就 转 而 考虑 其 中 最 简单 的 
一 种 情形 , 即 在 各 个 方向 上 同步 逼近 ,也 就 是 说 讨论 在 方 体 上 的 不 
定 积分 , 此 时 ,Lebesgue 微分 定理 就 归结 为 研究 函数 族 
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qnod... 
LfG) = |IQCzr) [uf ond» 


当 ro 时 极限 是 否 存在 以 及 等 于 什么 的 问题 ? 
首先 ,我 们 知道 ,如 果 f(x) 是 Rm" 上 的 连续 函数 ,那么 必 有 
lim L, f(x) = f(x). xr€ R. 
其 次 ,对 一 般 情 形 ,我 们 有 下 述 定理 : 
定理 6 设 FEZLu(R), 则 
GO 极限 
lim Lf Gr) 
是 几乎 处 处 存在 的 ; 
Gi) lim L.f(óx)— f(x). a.e.x€R' 
Gu) |LfÉfGDIx;Mf(x). a.e.x€R'. 
证 明 内 为 在 尺 上 的 几乎 处 处 收敛 问题 可 以 归结 为 球 
8 有 (0,N) 内 的 几乎 处 处 收敛 问题 ,所 以 不 妨 假定 FE LCR"). 
(i) 令 


Afr) = limL,f lx) — lim L.f C), 
r0 


显然 有 |Qf(x)| 志 2 sup | Lf Gr) | 2Mf Go. 我 们 的 目的 是 要 证 
明 点 集 
(x € R; Qf(x) >0) 

为 去 测 集 ,实际 上 只 需 证 明 对 任意 的 A0. 

(QD) Jir E€ R": Af) 2 Àj | 
HEBT. AG EE ZG I e 0. EAE f(x) 二 g(x) 十 h(x), 其 中 
sg(z) 为 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ,而 上 由 <e. 由 于 

(QfG) x g(r) Ohr) = Qha), 
IURI CQ). 00 x (NOAA CMBO((Z2)0. 根据 算 子 M 的 弱 (1,1) 
型 ,可 得 

Ch. < Eh < Ee. 
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由 e 的 任意 性 ,我 们 有 
AFIA) = 0. 
Gi) PAM 


. m sonas 0 fella 


B lim R” qe r)| tex —» — fG)jdy|d: 
< lim Ton G — y)— f ldz )dy = 0. 


由 此 知 存在 {L.Af(x)} 中 的 子 列 几 乎 处 处 收 钱 于 a). EEG) 
中 的 结论 ,可 知 


lim acis, loo m fes eee 


Gii) 由 (ii) 直 接 推出 ， 
ma 若 xER 满足 
lim ial... MOD = fr) |dy = 0. 

则 称 x X f 8 Lebesgue M. m 上 述 定理 告诉 我 们 : 及 中 几乎 
处 处 都 是 JE L'H Lebesgue A. 

H2 上 述 定理 是 针对 以 z 为 中 心 的 方 体 而 言 的 ,实际 上 ,对 
非 中 心 的 情形 也 有 同样 的 结论 . 设 zxEQ, 记 Qux 表示 方 体 QQ E 
渐 缩 小 到 zz 的 过 程 , 则 对 f€ Lio ROA 


lim ru (fo ldy= F), aer ER. 


XRRR Q EUL x 为 中 心 且 以 入 的 边 长 之 两 倍 为 边 长 时 ， 
可 得 不 等 式 
ru [f(y)— fGol|dy S 2" eril. [f(y) — fex) |dy. 


此 外 ,对 于 H-L 球形 极 大 函数 以 及 Muf GO. Lebesgue 微分 
定理 也 仍 是 成 立 的 . 
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3.2. 点 态 收敛 的 极 大 函数 法 


问题 REELE LRO EHRT IT, o E A R 
lim7,f(z) 是 否 儿 乎 处 处 存在 ?如 果 极 限 存在 并 记 为 Tf Go ,那么 
T 有 什么 性 质 ? 

我 们 假定 : 对 于 LRR -个 稠密 集 $, 对 几乎 处 处 的 
ER, XE 

limT,g Ge) = Tg(x), g€ 5. (2) 
为 使 这 一 结论 能 推广 于 LOU ,我 们 采用 所 谓 极 大 函数 法 ， 
也 就 是 在 证 明 Lebesgue 微分 定理 时 所 使 用 的 方法 . 令 
T'fGi)- sup ITJ], f € LR), 
TSOA UD fF GO 的 极 大 函数 ,7 称 为 极 大 算 子 . 又 记 
BRASO Sa). EDRI f € L' QUO RS sid th 
对 任意 的 A20, 
ANA = {rER: Af 2 À)| — 0. 
对 任 给 c0, S gE€5 ,使 得 
M — gil, <E, 
于 是 从 Qf GoosigCG)MQC ^ — g) GO 8] 
Qf(G) xi QCf — gY) Gr) x 2T" Cf — gr). 
由 此 知 
APAA x | (iz € R: T^ CF — go) GO > A/2) |. 
至 此 ,车 再 假定 7 * 是 弱 (p,p) 型 的 , 即 
b 


(r7 «00 x | SI) (3) 


则 可 得 


^ 


APA < EIU 一 PAM « | Se . 
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Hr e EREE ONA — 0. 
从 上 上 面 的 分 析 可 以 看 出 , 极 大 范 数 方法 的 要 点 在 于 (2),(3) 两 
条 假设 . 
现在 ,假定 已 经 证 得 : 对 几乎 处 处 的 xER", 有 
lim. f Gr) = Tf), 
那么 由 于 TAGz)| 委 TAGr) 一切 £290) , 故 知 
[TA | STF), aex € R’, 
MEA T E MA WIET E, po 3. UE 
lim|T, f — fll, = 0. 
FEL FELCO, 2r DHJ Fourier AR A W, DA BR KR Cj 
点 态 收 敛 的 某 种 联系 . 这 一 结果 属 十 Calderon, fib? J Carleson 
(01966) 研 究 疡 中 国 数 的 Fourier 级 数 之 几乎 处 处 收敛 问题 .为 此 . 
先 给 一 个 引 理 : 
引 理 7(Calderón) (iE E T — (一 rr 中 的 子 集 列 ,满足 
SIME. 


A 
中 的 无 穷 多 个 

证 明 "T" HA T PRH AA Ge ,使 得 
ARI) t ELS] ERREZ hE 


(N Ut E») = Ufer Eo 
为 零 测 集 ,也 就 是 要 证 明 对 每 个 ,有 
Ilo os Fo T+ ED. 
考虑 二 1, 并 售 计 有 限 个 F 的 交 
F-— N F, 
的 测度 ,我 们 作 的 特征 函数 CO ,显然 
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Xr) = Xr, G — zig C — Xa)» 
其 中 9 是 待定 的 点 组 . 从 而 知 
LE | Xe God 
T 


= 上 Xr G — x) Xe G — x,)dt. (4) 
TU, Xr 为 天 十 1 个 变量 rns 的 图 数 ,并 作 积分 
元 | Xr GDdtd ar, dr, 


一 人 去 | ( — xj)dz, | Z5 PIRA — x,4)dzx, idt 
= np P -0 n» æ). (5) 
GER S, LE, | — 4-00) SLE , Hf C mi 使 得 
GO AA < 1/2， 
Hl np A T 中 选 出 ZX1 TX2，"… ,Xn， 使 得 
IF| «172. 
这 是 因为 如 果 每 个 m G—1.2. m0 ERAT 中 任 一 点 时 ,有 |F| 
过 1/2, 那 么 对 (4) 式 积分 所 导出 的 (5) 式 (还 有 常数 ) 就 有 
(50 By Ze > 1/2. 
这 与 (5) 式 右 端 结论 矛盾 . 
于 是 ,我 们 得 到 了 点 组 4 1 Lp zw ,使 得 


(1) 1 
fenes t E»|«1. 
一 般 说 来 ,可 在 了 中 选 出 点 组 


[92 (D 
IDA 
ng- tl? , mj , 


m 
J 


使 得 | Q ONG? - ED |<}, 
km pti 2 
J= 2.3, m; 一 > oo, 


J 
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现在 ,对 每 个 n, F m; >n, E15 


| Nels LAF I2 
由 此 即 知 引 理 成 立 . 

定理 8 设 fEL(T) 且 是 以 2r ABI. ILE Fourier 
级 数 的 部 分 和 为 


其 极 大 函数 为 
S'fGO = sup S f], 

则 S$,jz) 几 乎 处 处 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : SC IES8 (2.2078. 

证 明 根据 前 述 的 理论 ,充分 性 显然 ,下 面 阐明 必要 性 ,用 使 
用 反 证 法 . 

BRES TRER DA, BISE SET C 0. f£ (6 fe € LCD). 
[fella EL AcZ0 ERE 

ix € Ti S' f(x) > À31 > C/X. 

G) 我 们 选择 C,—9o6 (19990 1A & — fg & X (GE SE 一角 多 

项 式 族 在 LOMPA P, ,Ps 由 二 1 ,还 有 为 之 0, 使 得 
2r |(r € T; SPa) 22 AM D> CXR. 

ERA atao (n>), 

(ii) FEA (An) PERA F N Aa o BEN H RRE a W E 


Xue S = w, (6) 
这 一 构造 方法 如 下 : 
首先 , 取 n] ,使 得 C, 227. 注意 到 Cv /AL 2r BUR BER 


1 


C, 
1 二 Ai X. « m. 
从 而 就 定 出 新 序列 前 已 个 项 为 (相同 ) 
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Ast A ， Àn. 


1 


其 次 , 取 n2 ni ,使 得 Cu; S2. 同 理 取 e 83 
pC 
1 mA X. < 2x, 
从 而 又 可 定 出 新 序列 的 后 继 已 个 项 (相同 ) 
Ag. Ag. tA 
如 此 继续 作 下 去 ,并 记 新 序列 为 {%,), 易 知 (6) 成 并 . 
此 外 ,车 记 
E, = (x € T: SP, (7x) > Nh), 


qon 


则 有 5 E — eo. 


GD 选择 快速 递增 的 自然 数 子 列 {mi) ,使 得 三 角 多 项 式 列 
e" Pu (x), k = 1.2.7 


都 是 不 同 阶 的 ,又 根据 引 理 7 选择 T 中 点 列 Ced ,并 作 级 数 
too 
S(x) = 2 Pa Ca 一 zi) - 
因为 我 们 知道 
2 x «99 IPs 


所 以 不 难 推出 (对 任意 pu 


4 


q 

"A im,* ! VM ] 

> eE PC zo| = X 
[TEN 2 k=ptl fng 


这 说 明 S Go Ze X TP ES C Je L' CIR] Fourier 级 数 . 
Gv) Æ x— a, € E, Wl pi E. 的 定义 可 知 
S' P, Gr — x) D Ane 
因此 ,在 Fourier 级 数 SCz) 的 尾 项 中 之 任 一 完全 段 其 绝对 值 均 大 
Ta. 但 另 一 方面 ,根据 引 理 7,7 中 几乎 每 个 xz 均 属于 点 集 列 
{zs 十} 中 的 无 穷 多 个 .这 说 明 对 几乎 每 个 +,S(zx) 不 收敛 ,矛盾 . 
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$4 通 近 恒 等 ,Poisson 积分 与 调和 函数 的 边 值 


H-L 极 大 函数 的 重要 应 用 之 一 是 它 以 控制 亢 数 的 方式 联系 
着 其 他 算 子 值 函数 ,这 一 点 应 归功 于 MHz) 是 在 平均 值 意义 下 取 
得 极 大 . 在 本 节 中 ,我 们 将 通过 远近 恒 等 的 问题 来 谈 淡 这 一 方面 的 
内 容 . 最 后 扼要 介绍 Poisson 积分 与 调和 函数 的 边 值 问 题 . 


4.1 BRES 


定理 9 i oC LCR"), HL iE dE f 38 y 8) 18 ERE C CQ = 
exo. aG0-—e"gGe/e) £20, AK 


$'fir)-— sup 
则 存在 常数 C ,使 得 
$' f(x S Cloeh MfG). 
证 明 (i) 为 了 能 够 充分 利用 函数 的 递减 性 ,在 估计 中 应 将 
整体 分 割 为 部 分 的 总 和 . 其 次 ,应 注意 对 向 径 函 数 在 R 上 的 积分 
实质 上 只 是 在 (0,ce) 上 的 积分 .我 们 有 


lel; = l pede = | wor dr, 


二 2 Da 7 
5 A2) = -5 s» 『 rdr 


don 
B PN 


7 | pr dr = «, gl. 
o 


[eG = ody], 


Gi) | [A »fopodyse |. [fc y) 加 z] dy 
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= ` e, 7 fo ig X jay 
k 2 v2 +I E 


_» | 2 
s2 4 | ia, M ry) 1dy 
1 一- Bco, 2773s 
en . 
A gtn 2* 1 
=>, E e gj. ia, |f Gx— y) |dy 
2'nC, T 1 2^ eem 
«acr Ma > d? "E 


xC'o, [eli Mf GO. (C 只 与 P 
从 而 可 知 
$' f(x) « Cl|el; MfG)». 
上 述 定理 要 求 核 ?是 北城 的 向 征 函数 ， 在 这 些 条 件 不 满足 时 ， 
还 有 下 面 的 补充 结果 . 
Hit ik oc LCR), FR% 
pz) = sup d [26228 
称 为 pg 的 非 负 递减 的 最 小 向 径 控 制 函 数 . p € L CR”), Wt] 
$' f(x) < Cl9liMf Go. 
证 明 只 需 注意 到 
$' fi) SPF) Cy Mf Go) 
即 可 ,其 中 
Y'f(x)— sup [gex fx) |. 
S tn ibat fRSEI) — ESTY. 
定理 10 UL eC LR), H lelh =1,2 的 非 负 递 减 的 最 小 向 径 
控制 函数 JE L'R), WAT Fe L'OGD bz 
limg * f Go) = f(x), a.e.x € R. 


证 明 首先 ,对 7 中 的 具有 紧 支 集 的 连续 函数 , 易 知 结论 是 
成 立 的 . 其 次 ,由 上 述 推 论 知 道 ， 
$' f(x) CCN MfG). 
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E,D’ Egg Co. po B SE PE E. 
Bi Cesaro KFD) it f(x) 是 R' EU 2s 为 周期 的 可 积 函 数 ， 
记 其 Fourier 级 数 的 部 分 和 为 
S. ix) = Mee, 


MES 


其 中 心 是 了 的 Fourier 系数 . 作 Cesaro 和 
on(f ;x) = —l (sf ia) + Sr) + ee t Su 


n 十 1 
= px f(x), 
sin ^ T Ly Í 
H 2 
其 中 AU TT c 
sin 

9, Cc) FROM Fejér E , WE llel — 10A A 

$, Cr) iG Dr 0x |r| x m. 

现在 , 作 偶 函数 y, 其 中 


$G) = Xia r) 十 Flaa), zx € [o,co)， 


TIR pE ZT1CR') 且 是 非 负 递减 的 向 径 函 数 , 且 有 
QC) «C * n !d(nx). 


从 而 我 们 有 
lime, (f; £) = f(x), a.e.x € R 


4.2 Poisson £14 5E 058 25 8372 (& 


考察 在 半空 间 天 一 1 人 zt: x€ R40) Ef] Dirichlet [n] 
题 


Qiu(Cr,t) — 


or 0， 


fauz) = A ulr.: ) + 
lao = f(x) 


的 解 .用 Fourier 变换 , 记 ule PT 一 ACE,t) ,可 得 方程 
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" An? | E |?h CE 0) 十 d D - 0， 

AP(E,0) =f (5). 

在 六 co 时 有 界 的 条 件 下 ,此 常 系数 线性 常 微 分 方程 有 惟一 解 
h (E) = f Dem 

i H3 Fourier 变换 为 ux 0 


ulz,t) = f fe Eu fugias, 
R 


并 期 望 它 是 原 方程 的 解 .根据 第 一 章 $4 可 知 : 车 记 P(x) 为 
exp(C— 2x | x1? H) Fourier 变换 , 则 exp. — 27r |E |H Fourier 变换 
为 

] - 
OR qam 
而 expC—2nt| x|)*exp(Gmziz:y)02&€ PE fit z fg R" Ef] Fourier 7E 
换 则 是 已 (z 一 y) 三 PCy 一 z). 因 此 ,根据 乘法 公式 可 得 


u(r,t)-— | „JEP — 6)d6 = P,x f(r), 
R 


PG) = ep z| ， P@) =C, 


或 写成 
u(r,t) —C,-*t 2n l 
K jr y? 

我 们 称 Pix) X Poisson 核 (R 上 ),Px f(x) PRH f KJ Poisson 
积分 . 易 知 下 述 性 质 成 立 : 

G) PCz) 是 尺 上 的 非 负 闭 减 的 向 径 函 数 ， 

Gi) [P da=1, £70 

Gii) P(x) 是 RY 上 的 调和 函数 . 

综合 以 上 所 述 ,我 们 有 下 述 意 义 下 的 关于 RU! EAI Dirichlet 
问题 的 解 ， JEL (R" ) ， 

limu(r,:) = limP, * f (x) = f(x), a.e.r € R. 
关于 在 边界 上 Poisson 积分 的 点 收敛 问题 ,实际 上 还 有 更 强 
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«i Wdy. 


的 结论 . 非 切 向 收敛 . 
对 于 OR" 中 的 一 个 点 以 及 mm 之 0, 我 们 称 点 集 
D,G) = {OD E RT: |y— r| «mt 
是 以 xz 为 顶点 上 且 口径 为 m 85 OTO 5i. 
定义 Buy DEEE RY' 上 的 函数 ,x€ R". 对 每 一 个 
Mm, 基点 Cy) 在 T(x) 中 当 1 一 0 时 ( 芭 (y,2)->(x,0)) su GO ET. 
值 7 则 称 u(y,#) 当 wt>0 时 是 以 非 切 向 收敛 于 17 的 ,并 记 为 
u(yst) >/, Cy,D AL. Cr, 0). 
为 了 讨论 Poisson HIT, B ARI E SEO EOCWCK ROC 
Po,f (rx) = Ap UP. x fG)]. 


并 且 企 图 用 H-L. 极 大 函数 来 控制 . 为 此 ,引进 下 述 极 大 函数 ; 


M/ (1,t) = sup Tal O dy: Q 包含 + 且 边 长 宕 4， 


其 中 00. 不 难 证 明 
[1P, xz) SC. Mf(r,). 
实际 上 ,我们 有 
[Px f(x)| 
«c[ - : zu |f Cy) 1dy 
BE [y> xim a? + E L yr 
2 MX 1 . 
4 C, | -一 [Foy)idy 
> dicissi th (qi |y — MUCH lds 
了 u^ t . 
ec|z[. old» + D T, en dy 
<C |MS + DL Mf (zst) | 
n £l 2* 


< C * M f Cx t). 
引 理 11 PS,f GC. MfG). LER". 
证 明 iy DEL) LERN EQEREM yE HHR 
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zt 的 方 体 , 则 因 |y 一 zx | 二 mz, 所 以 有 xE (2m 十 1)Q. 从 而 得 


(2m + 1)” 
aih Meo Ide Toom + Dail RACE 


< (2m + 1'Mf Go. 
由 此 知 Mf Cy Dx (m4 1" Mf Ge. 联系 前 面 已 证 的 不 等 式 , 即 知 
PS, fix) € C,MfGO. 
在 这 -- 引 理 的 基础 上 ,用 前 面 所 讨论 的 极 大 函数 法 ,立即 可 得 
下 述 非 切 向 收敛 的 结论 : 
定理 12 ik [EL CR"),p 之 1, 则 


IQ| 


N. T. 
Po f(y) — f(x), (yt —— zx, aer € R. 
4.3 Poisson 积分 的 特征 


从 $4 第 2 小 节 得 知 ,对 SEL CR), 1 <p, H Poisson fH 
4buCGr.D =P, * f(z) 是 RS EA f ghi e app eg S. 此 时 , 显 
EUR 


I. lues | de < NA, cc 0. 


实际 上 ,这 一 有 界 性 条 件 还 刻画 出 Poisson 积分 的 特征 . 为 | 
这 一 点 ,在 第 一 章 调和 函数 的 某 些 性 质 的 基础 上 ,我 们 还 要 介绍 
下 几 个 结果 再 做 准备 . 
引 理 13 ulr, Æ RI —(G.0€R' <ER, t>0)E 
调和 , 且 存 在 C; 0<C<o R p: 1ps, [18 
lusla ZC, 一 切 上 全 0， 
则 存在 常数 A 一 A(n,p), 使 得 
aC ON, = suplzG,D] L ACC ?,. £2 0. 
x€R. 
证 明 ERU EARTHS , ai 
uz, = uGu * (n+ D| =] A f rar 


64 


1/2 
x | | ulz, + ry, yaa F ryt + rs Ody rdr 
Tnt] 


0 


2! 1 
= pug | | In F yit Ena 十 Yast + S)dt, 
nal ivit 


其 中 co, 4. FH Zi 表示 R"t1 中 之 单位 球面 积 和 单位 球面 ,y= (yis 
tt* y Yn 52. 从 而 得 


ntl 
lur, | x | £ : | [uC£,7) |déd, 
i Naai IG. — X6, ENT 


HPE, p= Ga yit Hynt ts) Q dog Rr ERU 


H. 根据 Holder 不 等 式 , 有 


nii Vp 
PERES | "32 IN esu VED dédy) 


t Qi 
£L 
X [Qs 5] 
| 9 n 1 302 | Up 
«(2 Q, | | DODGE 
d Tl 1/2 EER 
ail 31/2 1 


^ A—Q'/0, 0 BIA SHUE. 
3]i8 14 iul, DYE RS Ef. HE RV AART 


空间 上 均 有 界 , 则 
[Po — y)uly,ti)dy = uCr.t; + tə). 


证 明 对 任意 固定 的 160770 id 
zl) 一 xz 十 上 )，L 之 0， 


WG. = JP — yutytody, (riD € RS. 


我 们 只 需 指出 V 与 W 相同 . 
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显然 ,V 是 Rs 上 的 连续 、 有 界 的 调和 范 数 . X 
W(x,0) = uCr.t), 
则 W Gc DER EES A RR, EE R'E 上 调和 . 从 而 知道 
函数 
U-VyV—W 
在 RE EWR, BERU 上 连续 、 有 界 , 还 有 
J(r,00 —0, r€R'. 
于 是 ,根据 第 一 章 定理 26 的 推论 ,可知 
VG, = Wert), G0 € RV, 
现在 ,可 以 给 出 主要 结果 了 . 
定理 15 Wu OE RU LAAR. ELTE 4E C0. 14 E 
p:depxoo ,使 得 
luC Dl, C. t2 0. 
W uCr,0 ET ERE SEL (GU) Poisson 积分 . 
证 明 因为 任 一 Banach 2 E A S BS 23 [8] FP Zz RE ER JE 95 x 
紧 的 (Banach-Alaoglu 定理 ) ,所 以 存在 f € LOU) t 0(k— 
oo), (ERRAR u CD AAT f, 即 对 每 一 个 ge L^ OP, 
1/p 十 1/p' 二 1, 有 


lim| UT ti ET dz = | Jf Gg Godz. 
—coJ R R 
因为 PJEL?CR"),t 之 0, 所 以 我 们 有 


lim PG — yuGstody = | Pæ fond». 


M" 
但 由 引 理 14 可 知 

IMZE — yuCy.tdy = u(r,t + ti), 
又 有 lim uxt H t) = uG.t). 
从 而 得 到 urs) = [PG — 3f ond. 
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$5. 分 数 次 积分 算 子 与 H-L 分 数 次 极 大 算 子 


5.1 Poisson 方程 的 特 解 与 Riesz 位 势 


许多 物理 问题 常 导 致 对 Poisson 方程 
Au = f 


归结 为 求 方程 (7) 的 特 解 . 为 此 ,就 有 所 谓 基本 解 的 概念 . 


设 FE Lol R). AIRF CO (CR ) 又 具有 紧 支 集 的 函数 o. 


足 
Appx F = p, 


则 称 X Laplace 算 子 A 的 基本 解 .用 分 布 语言 说 , 即 AF = 


中 6 是 Dirac 测度 ,物理 上 常 采 用 这 个 写法 . 
A F WETTE), W 
us = fxF 
就 是 方程 (7) 的 特 解 . 
实际 上 , 记 


(g.Q = [e Goecods, 


则 根据 分 部 积分 公式 立即 可 得 
(AC(f * E), p = (fxF,Ap) = Ap F = (f,9), 
H'BocC""(OQDBBA ZXR. 这 说 明 
ACÉ * F) — f. 
此 外 ,在 wx 存在 的 意义 下 ,上 述 特 解 还 是 惟一 的 . 
例 当 ”>>2 时 ,在 天 上 的 函数 


FG) 一 Lat 


(n — 2) 
是 A 的 基本 解 ,其 中 w 表示 R 中 单位 球面 面积 . 
证 明 不 失 一 般 性 ,只 需 证 明 


(7) 
的 研究 ,由 于 算 子 A 的 线性 性 质 ,除了 需要 讨论 调和 函数 外 ,问题 


(8) 
,其 
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(Np, F) = g0), 
其 中 o€ C™(R") 且 具有 紧 支 集 . 为 此 , 作 函 数 


< l ; 2 
FG) = uw 3048) ， 


我 们 有 lim(F — F*,Ap) = 0, 


2 "T 
AF'G) 一 quater 


+2 


id pD = (n/n) (el Hee E , 则 


p = y Z) = Aaa, øh = 1. 
从 而 可 知 
lim(f.,9) = lim| g.co — yg dy = g0). 

上 述 基 本 解 F(x) 的 Fourier 变换 是 一 |x|?. 

特别 地 , 当 n==3 时 ,F(z)= 二 一 (4x|xz|)7, 此 时 , (7) 的 特 解 uo 
=f x F RA f EJ Newton 位 势 . 然而 ,更 一 般 地 说 ,是 考虑 Riesz 

定义 dX 0 二 a<n, 令 

1 
Lf) = I. iz — yp Od», 


1.Fz) 称 为 了 的 分 数 次 积分 ( 国 数 ) LT. 称 为 分 数 次 积分 算 子 (这 里 
略 去 积分 号 前 的 常数 C. m727T(/2)/T Q/2—2/2)). 


5.2 ”分数 次 积分 算 子 的 有 界 性 


为 了 讨论 分 数 次 积分 算 子 L E 1*(R") 上 的 有 界 性 问题 ,由 二 
其 核 |x1”* 的 齐 次 性 在 与 变量 倍 缩 运 算 Ios I f (a m f (920,0 
0 的 结合 中 所 表现 出 来 的 特征 ,可 使 我 们 能 预测 其 指标 的 某 种 先 验 
关系 . 也 就 是 说 ,我 们 有 

Helolls = ÒL, Hafla = 9 "^D. 
[Io Lf = "If 
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现在 假定 1 是 (p,qg) 型 , 则 得 
fl = 07] T; IUS f ll, S * AS e 
«Um . CIL fl, «OC «ott fp. 
由 此 知 必须 有 指标 关系 


定理 16 设 f/€l'Usucp ii 
(1) Tf x)ECHAN " MfG) "^; 


GD (I. fl cll. d 


q 
其 中 C=C(a,p,q). 
证 明 G) 不 妨 假 定 S). 取 > 六 0 待定 , 作 


| +| | EG Day = + 
MES max! dy] 


kd 


i 
P 


Lf (zx) = 
对 于 JU EISE JL 5S Oy 
J 二 A — y)dy, 


其 中 p, OD ERR po) — Ly [7 ioo GO BTE HR ERG. 因为 PCy) 
是 非 负 递减 且 可 积 的 向 径 函 数 ,所 以 有 

TCr Mf). 
对 于 J, 注意 到 (n 一 a)p' >n, MAM H Holder 不 等 式 得 到 


1 
< {lay IA 


r&| 
. 


E 


rí 7 A 


由 此 知 LfG) x CG'Mf Go + raS. 
为 使 上 式 右 端 取 极 小 ,比较 好 的 方法 就 是 选择 7 使 两 项 相等 , 即 取 


x C; 


- (Ml) 
MfG) ' 


69 


FERE 
LfG) SCN Mf Cr ^". 
GD 因为 nq 一 ap)g 二 pn, 所 以 由 上 式 可 推出 
lr Fl, < CIA < IMAI IT. 
从 而 由 M B Co. po? EI 
lr. fl, < CIT LL = Ch. 
定理 证 毕 . 
xo EGILÉKLCUIfl,. Wr ERE 取 f(y) — 
Xan GO » Lx | /2 B 


LS) =| l 


ies |e — y" 


因此 根据 假设 可 得 


lr n 
Cyr < (| lf) ray} s Cut 7 Cnt. 


l 一 dy = CY. 


va<w |æ — y|” 


da> | 


然而 , 当 7>0 时 此 不 等 式 只 能 在 atm 
当 p 二 1 时 ,我 们 有 下 述 结论 : 


"E rq 时 成 立 . 


定理 17 dE fe L' qo, coi M A 这 0 有 
|E,,00| = lix € Rs Tf > A E CATIA. 


证 明 根据 上 一 定理 之 (i) 在 p= 二 1 时 的 结果 ,以 及 MM 8955 
(1,1) 型 ,我 们 有 
IE,/00| = | {£ E€ R: MfG) > ACEITE) 


< CHALI anm = CATA. 
定理 证 毕 . 
xo 上 述 弱 有 界 性 结果 是 不 能 改进 的 ,例如 x=1,1/g 二 1 一 
a, 作 函数 


p= 二 1 时 定理 16 之 GO (SE. 
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1 
Tn Ox PE 
f(x) = Inf | 
0, 其 他 ， 
Wu fe€L,nRfer. 


53 HL 分 数 次 极 大 算 子 

我 们 提出 这 样 的 问题 ; uCz) 是 否 可 直接 被 相应 的 HL 极 大 
函数 所 控制 ? 

考虑 到 LS CO PEIA a 是非 负 递 碱 的 向 径 函 数 ,这 就 时 
示 我 们 可 以 模仿 $4 中 处 理 适 近 便 等 课题 时 所 用 的 方法 ,但 此 时 在 
类 似 的 计算 过 程 中 ,将 会 遇 到 其 下 :| ay 1dy. 它 使 我 们 
自然 地 去 引进 极 大 函数 

) sup] 
MFG) = sup qais, fon Iv 

我 们 称 MSH HL 分 数 次 极 大 函数 . 

引 理 18 设 g(x) 是 非 负 递 碱 向 径 函 数 , 且 对 noe 0 

f £C < oo, 


w |x| 


Wit 
则 IC ,e.r)— 


l fG — n) due lay 
A: MfG». 
证 明 
十 ex 
IG es) < XL. fe wg LIEU 


1 +l) 
EM ) a er a MG — dy 
aT t l J BO, 7*5 


bec —k,Yn—€ j o9—(R41D 
- M OUI gay 
i t (2 ry Ad 
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oo 


x CIMA GD * S 


二 一 co 


2r] n—e | 9-0*1, 
t P t 


« CM foo | Sde, 
R 


引 理 得 证 . 
定理 19(Welland) i$ f€ LOU), HO ea a4 en , M 
[Tf GO | S COM LK GOMadf Go", 
其 中 C=C(e,e). 
证 明 作 
asos (+ dy ner. 
对 于 I, 邻 P(X)= [x | "X5, Cz) ,显然 有 


1 
| SG a. 一 | r* dr < oo. 


Lá | 地 | 一 0 


从 而 得 到 
n =ef, del 3| MfG yy < CMS). 
对 于 Dh 9G) |x| Xeen), WRA 
| P) dr = e| rdr < co, 


ge e| 


从 而 得 到 
I, = z Ld Z] [fæ — Wldy S Ct Mafa). 
因此 ,我 们 有 
[Tf Cr) | Si Ce e (FM, f(r) t€ MadfIG)). 
现在 取 #z= OM uf (2) /Me f G3 BIB E. 
关于 H-L 分 数 次 极 大 算 子 M, RA FRH 
定理 20 i 0,1 pnl 本 三 
型 . 
证 明 不 妨 设 l fl 一 1,0 过 e 过 1 ,我 们 有 
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— T WW M, RR Co) 


1 


P 1/2 
< R IO ay} 


1 


< RIH Io ay). 
取 e=1—7p/n, W] e/p=1/p=0/n=7 从 而 可 得 


M, f) S MOSI. 


由 此 知 liz € P. MfG) Ada S. 


»u 
即 得 所 证 . 
我 们 有 结论 
IM, fl S IA 
习 题 


1. & PCPsC…CPi 是 中 以 原点 为 中 心 的 长 方 体 ,Ek 是 
R 中 的 有 界 集 , 且 对 每 一 个 xEE, 存 在 穆 数 ix) ;1 过 i GOLA 
及 长 方 体 P= Pian x. HERR, 在 E 中 可 选 出 有 限 个 点 ; X12. 
… ,rm， 使 得 

O EC[JP,: GD SIxe WSZ. 

2. 设 AEZ( 整 数 集 ), 记 格 点 集 AL—27Z' ( 即 其 坐标 为 整数 
的 2 一 倍 ), 记 边 长 为 2 一 预 点 属于 hi 的 方 体 全 体 为 Di, 并 称 

p- Ün 
为 二 进 方 体 集 . 显然 ,车 有 Qi,QiED, 而 且 |Qi| 志 1Q; | , 则 或 者 Q 
CQ:, 或 者 Qi 与 Q; 不 相交 .此 外 ,每 一 个 QED; 都 是 D, R27 个 
互 不 相交 的 方 体 之 并 . 现在 提问 如 下 ， 
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W GER 中 的 开 集 , 且 G 关 R",G 关 3. 证明, 存在 互 不 相交 
的 二 进 方 体 列 {Q) ,使 得 

OGT GD 2x4 (Q 3G) /d (QO x6. KP a (Qo R 
m Q 的 直径 ,3G 表示 G 的 边界 . 

这 一 开 集 分 解 称 为 Whitney 分 解 . 

提示 : 对 zx€EG, 取 包含 zx 并 满足 

d(x,9G) > 3d(Q,) 

的 最 大 二 进 方 体 ,并 再 考虑 Q 的 “ 母 ” 二 进 方 体 . 

3. SEL) WEAR o< <M A20 有 


| {z € R": Mf(x) AM x | £c) | da. 


C 
(1-— ÖJA n KEFY 
4. 设 0 过 6 二 1,ECR” 是 可 测 集 ,证 明 对 非 负 可 测 函 数 f(x)， 
有 
J < I TAE i55]. f Gon f dz. 
E 


.举例 说 明 FE L'(RD, fln" E LR), A MF € D. 
6. Wu 是 倍 测度 ,证 明 存在 常数 C， 使 得 对 于 42 汪 0 以 及 FE 
LR" "73m 有 


px € Rs M FG) AD < n MfG deco. 
7. 设 对 某 个 p: 1AL, A 
ux € R: MfG) > AD m CA "flee s 
证 明 对 一 切 方 体 Q@, 有 
d ‘cll p d 
il, em [dx < C (h o | dulr) 
8. 证 明 : 对 e>0, FEER C —CCGO iE (SE SET Q= 
Q(xo,00 VAR f € Lie R"), f 


| £2) |8* 、,. 
fe Pr aae SCE in MS). 


A20. 


74 


9. WR T,S 是 两 个 次 线性 算 子 , 记 
GG,r)-—í(y€Rirz|xr-—y|z2r), rER,r>0, 
且 有 关系 ; 对 zER",fELI(R"), 必 有 7 这 0, 使 得 
ITf(z)| x inf SFO). 

TOUR p: 0<p,S 是 弱 (p,p) 型 ,证 明了 是 弱 (p,p) 型 . 

提示 : 导出 |Tf(x)| 志 CM(1Sf1')(x) ,0 过 gq 过 p ,再 用 第 一 章 
习题 . 

10. 设 Y(z) 是 定义 在 (0,ce) 上 的 非 负 局 部 可 积 函 数 ,证 明 对 
任意 的 z 盖 0, 有 


af Oa <2Mf(), EE Or], 
其 中 Mep(y) 是 


MgCy) = Sup in] gods: 了 表示 区 间 . 


ic. Pa 
11. 设 0<8,a <1, f (32220 WE 
Ls fll. < CIA MUI. 
其 中 pcq-oo.Qgh H. 
1 1—8 ô 
r> p Ty 
12. E T.S 是 两 个 次 线性 算 子 ,而 且 对 xE R, TER 
Qr) 


TIOS eil. ISX Go ldz, (£2 0. 


E SEROREN T ESSI Cp pO URS (qq E For e p 
<q. 
提示 : 应 用 Koaworopos 不 等 式 与 第 9 题 . 
13. RA R 中 的 开 集 C,X 是 一 个 集合 ,w 是 定义 在 XX 的 子 
集 上 的 一 个 外 测度 . LARIT: Go X ,对 zEG, 若 存在 方 体 列 
(Q 一 QGCzro)， 关 一 0( 一 co) 
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" A(T(Q)) 
使 lm eu 


则 称 x 为 了 的 临界 点 . 记 上 为 了 的 临界 点 集 , 证 明 jCT(E))=0. 

14. 对 方 体 Q 以 及 正 的 常数 e,6, 今 

E = (x € Q: Lf(x) > eA Maf C) S à, A220. 
证 明 存 在 eo,C( 仅 与 a 有关) ,使 得 对 非 负 可 测 函 数 AGO AAA R 
Q: 有 点 工 使 得 Lf Gn AH 
E] SCE IQ|, EDE 

15. ix f(z) 是 R 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 对 R* 中 方 

EQ, EX 
mQ) = sup A € m. ice Q: fA HRI. 

WEH: 

G) LEQ: F) Em Q) |> CE 

Gi) lim m;(Q)— f), MEM 
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F= L 空间 上 算 子 的 内 插 理论 


对 于 一 个 给 定 的 算 子 了 , 当 研究 它 在 L* 上 的 有 界 性 时 , 常 遇 
到 下 述 情况 :了 不 仅 是 从 L% 到 L%* 是 强 ( 或 弱 ) 有 界 的 ,有 旦 还 是 从 
Zn 到 L'38 Col 898 EJ 1 pex pixloo, 1xiqoxqisoo Cn H-L 
极 大 算 子 等 ). 此 时 ,对 SEL pop po BL TE AE A fo fee 
JEL”, PEZ 故 天 在 天 上 可 作出 定义 ,从 而 就 提出 一 个 问 
Bi. 是 否 存在 指标 g: go 过 gq 过 gi, 使 得 了 是 (p,g) 型 的 ?这 就 是 所 
谓 算 子 内 插 问题 . 

在 这 一 方向 上 的 基础 性 结果 有 两 个 : 其 一 是 M. Riesz- 
Thorin 定理 ,其 一 是 Marcinkiewicz 定理 ,这 也 是 本 章 将 要 介绍 的 
主要 内 容 . 

为 便于 运算 和 加 强 感性 认识 ,这 里 给 出 两 种 指标 的 描述 

G) 在 平面 上 作 一 正方 形 : {(r,y): Or 1, 0s yel) dde 
TET Coq) E CO p qoo ) 相 应 于 其 中 点 (zyy) 一 (1/2,1/9)， 
如 图 所 示 , 当 算 子 是 (p,p) 型 时 ,以 对 角 线 上 的 点 表示 (图 1); 当 算 
子 是 (p,p ) 型 ,1/p 十 1/p' 二 1 时 ,以 副 对 角 线 上 的 点 表示 (图 2). 


(oo, 1) (1) (oo ,1) (1,1) 


(p) 


(00,00) (1,02) (oc ,00) (1,069) 


图 1 图 2 
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GD 为 了 表示 从 p 到 g;(i 二 0,1) 之 间 的 内 插 指标 ,我 们 引进 
倒数 上 E [0,1] ,并 令 
ll_ lt £ 1 一 1 一: t 
p Po bi qı qo qı 
(这 里 规定 s/oo 50ER IE VG ERZ pO g,) 的 全 体 组 成 以 po， 
pi( 或 doydi) 为 端点 的 区 间 . 有 时 ,也 以 P fH pp 还 有 公式 
BoP b 
po— pi p 


t 


$ 1 M.Riesz-Thorin 内 插 定 理 简 介 


本 节 介 绍 的 是 关于 线性 算 子 而 且 在 两 端 是 强 有 寞 型 的 内 插 定 
Jg. 这 一 结果 首先 由 M. Riesz([1]) 在 1926 年 对 实 值 函 数 空 间 用 实 
变 方 法 给 予 证 明 , 后 又 由 Thorin([2]) 在 1939 年 推广 于 复 值 函 数 
空间 ,证明 用 的 是 复 变 方法 (现代 它 已 发 展 成 为 内 插 空间 理论 的 复 
方法 ,有 着 丰富 的 内 容 , 见 文献 [6]). 不 过 ,在 这 里 我 们 只 是 把 这 一 
定理 叙述 一 下 而 不 给 予 证 明 ,当然 要 作 一 些 评 述 ,并 举 一 些 应 用 这 
一 定理 的 例子 . 

定理 1(M. Riesz-Thorin) 设 (X,/) 是 一 个 测度 空间 ,考虑 
其 上 的 复 值 函 数 类 , 若 线性 算 子 了 满足 

VT fl, s Cf. MTA S Cf. 
iX HEEL bee qo poga K, ll = Ht lotos UE 9] «€ C0. 1].48 
IT fl, < C$ "Cil. (1) 

注 1 关于 是 (po,qo) 型 和 (p,qi) 型 的 假设 ,可 以 修改 为 只 
对 ZL2%,Z2 中 的 稠密 集 如 简单 函数 类 上 成 立 , 

注 2 dell 为 式 (1) 所 表示 的 有 界 算 子 了 的 范 数 , 则 
In|/T f, & e d C0,1] E RS rh es t. 

注 3 ”如果 在 定理 中 考虑 的 是 上 的 实 值 函数 类 , 则 式 (1) 
中 的 常数 CC 应 改 为 2C C, 这 只 需 将 算 子 了 的 定义 域 扩张 
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于 复 值 函数 上 即 可 . 也 就 是 说 , 令 
T'S dig) = Tf FiQg, 
其 中 i 是 虚数 单位 . 

注 4 应 用 内 揪 定 理 首 先 需 要 验证 两 对 端点 指标 (po,go)， 
(pi,q1) 上 的 有 界 性 ,其 次 才能 作 内 插 . 那么 什么 样 的 指标 值 是 我 
们 考察 的 主要 对 象 呢 ? 一 般 地 说 ,由 于 p==2 时 是 Hilbert 空间 ， 
m HTE Fourier 分 析 中 又 有 Plancherel 定理 ;p= 二 1 时 ,二 的 范 数 对 
非 负 函数 是 可 加 的 汗 f 十 gj 二 上 fh 十 gi;p 二 2 时 ,7 在 普通 乘 
法 运算 下 构成 -个 代数 , 故 使 我 们 的 注意 力主 要 集中 于 p= 二 1,2， 

BI 1(R" 上 的 Hausdorff-Young FER) E FE L'(eo dz 

zz2.iü f f Fourier 变换 为 o 了, 则 
LZ fly xm flos 1/2 - 1p! m M. 
证 明 从 第 : 章 中 我 们 知道 
px fas she Mx fl = Ila 
因此 ,由 上 述 内 插 定理 可 得 


l7 Flu m M. 
l 1—t t t 
其 中 方 一 1 +57 sl- 7> 
1 1 一 上 t 1 
一 = ] 
qi oo + 2 p: 
由 此 即 知 
IZ fy sm ls. 


例 2(7 X. Young FER) SELLR), gEL R), Sp, 
qoo ,1/p4-1/q2:1, W S 5 g 的 卷 积 满足 不 等 式 : 
Ix gll. c Ifill, 1/7 = 1/p4- 1/4 — 1. 
证 明 取 定 gE€1CR"), 并 视 算 子 了 为 
Tf) =g * f(x), 
则 T 是 线性 算 子 , 且 已 知 
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ITA < Vell fl 
IT £l < Nelldfles 1/2 4- 1/4 — 3. 
因此 ,由 上 述 内 插 定 理 可 得 
le * £l, = IT si 


1 1—t t t 
其 = — ; 
其 中 5, Doy 1 d 
1 1 zt, t _ 1 1 1. 
re q oo q P: 
期 得 所 证 . 


$2 Marcinkiewicz 内 插 定 理 


为 了 获得 算 子 7 HARIRA, $ 1 中 的 M. Riesz-Thorin 定理 
要 求人 本 是 线性 的 ,而 且 在 两 个 终端 (po,go),(pi,g1) 上 是 强 型 的 ， 
这 一 要 求 在 许多 情况 下 不 能 达到 . 

本 节 所 要 论述 的 Marcinkiewicz 定 理 是 在 假定 算 子 T 是 次 
(或 拟 ) 线 性 以 及 在 终端 是 弱 有 界 的 条 件 下 的 内 插 理 论 , 下 面 将 分 
对 角 线 型 与 下 三 角形 型 两 种 情形 来 介绍 (现代 它 已 发 展 成 为 内 插 
空间 理论 的 实 方法 ,内 容 十 分 丰富 ,也 见 文 献 L6]). 


2.1 对 角 线 的 情形 


引 理 2 ” 设 (X,z) 是 一 个 测度 空间 , AE LOO pb 
Pi<co. 对 人 >0, 令 
fcx), |FCI xA, 
0, IFD >à, 
fx) = f(x) — fi), 


flx) = 


个 ”这 一 结果 是 Marcinkiewicz 在 1939 年 建立 的 ,并 将 它 寄 给 了 Zygmund ,后 者 将 
它 整 理 且 敌 出 重要 推广 后 发 表 于 1956 年 ( 见 [3]). 当年 Marcinkiewicz 只 有 29 岁 ,在 波 
兰 军队 中 服务 ,后 在 东部 战场 被 俘 并 不 知 去 向 . 
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则 IA = C — pof X^ PIRA, 


IFI = Gi — 六 | 7^7 laa. 
证 明 通过 如 下 计算 立即 可 得 
[aag dà = Ff ro aoa 


-| x- zu |f Go die) |dà 
xr€ X, fix] >å} 


| feo 
=f især] 7^7 dA dno) 
0 
1 
(P — po 
uH p 
PES LA. 
同 理 可 推 另 一 公式 . 
定理 3C(Marcinkiewicz 对 角 线 情形 ) 设 (X,A)， (Y o0 fi 
个 测度 空间 ,了 7 了 是 次 线性 算 子 ,满足 
E 
À 


|， LEG P EGO ^ "dgio 


po 


!( 五 rr(A) S 


>k 


I = [| ro], 


Cil fll, 1^ 
Er A) < [SI 


其 中 Er = {rE X: ITA) | A), d po pi oo MRE 
(0, EH 


lp 
(rfi, «clu. ITA = (f Troa) ， 


其 中 CKC C , K 26i Gi— pio bil bi phy 
证 明 iU p= p, HXT ADONE fe El B : 
fix) = PG) + fi), 
WITOS ITA HITA BUR 
VCEp; (A) S Erp (A/2)) + Ers (A/2)). 
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G) p,« oco. 此 时 注意 到 EL, f.€ L^ VI Ss EAR RI 
有 
ITAI =p A WES (A) dA 
<e 02 {aC Erp (A/2)) + v(Ers (A/2))}dà 
Co à Po C, 
cool Ev Ea 
= paco] Pa 


十 paco | Ad 


pC) pC)” 
- [EEC + eae» ify, 
由 此 已 知人 是 (p,p) 型 ,但 为 DIA C= 
pí/CGp— p) p/On- 2) M 
BCO^ | pC)’ 
b 一 po PTR 
男 一 方面 , 若 以 aT R Ta>0), XE 
a^ T fll, « € * max ((2aCo)^, (aCi) fM. 
而 取 a 使 得 


< C» max ((2C,)^, (2C, )^). 


(2aC4 f» = (2aC,)^, 
可 知 (TAS C2^a^- ^C) fl^ 
= C2 (C; Ch y CPI OST PCR fl. 
BYO-—DpcTtb-poO-LU D. 
(C, ^Ch )'h Ps POOR = (CIC CS, 
从 而 令 天王 2C22 即 得 所 证 . 
Gi) $i oo. 此 时 不 妨 设 C. — 108 aH C,T 代替 TO ,我们 
有 
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ITF. Sà, Er (a))=0 (FÀ), 
从 而 可 得 


ITA = p | My ODdA = 2^ «p | Xi Ers (2A) )dA 
0 0 


«2p | ATIC Era (A) dà < ?jce[ At feda 
Ü 0 


2^ pC» P 
MIL 
Zu | po/p 
即 ITA « 2| 7 | cen. 


注意 Ci—1.po/p—1-t. 

注 1 Marcinkiewicz 定理 所 要 求 的 条 件 弱 于 M. Riesz- 
Thorin 定理 所 要 求 者 ,但 在 得 到 的 关于 算 子 T 的 有 界 性 内 插 结论 
中 ,前 者 有 一 常数 天 , 它 随 : 而 改变 ,因此 不 能 说 前 者 包括 了 后 者 . 

注 2 关于 7 的 在 终端 的 弱 型 假设 ,可 以 修改 为 只 对 L, L’ 
中 的 稠密 集 上 成 立 . 

例 1(R" 上 的 Hardy-Littlewood-Paley 定理 ) — id. f(x 
函数 f(z) 在 R" 上 的 Fourier 变换 . 

GO) 大 1 二 p 委 2, 则 存在 常数 Co, 使 得 对 每 个 JE CR ) ,有 


1 1 

(| LAF | e| tma |^ < cf. |f Ga» dz)". 
Gi) Æ 2xzq«oo , 则 存在 常数 C,, 使 得 

1 i 

(fF foo ax] &c,[[, SO aede], 


证 明 考虑 两 个 测度 空间 : (X0 R,dr), (Y, v) = 
R, |x| "dz),3EAESI-Y- T 
TfG) = |xl5 f(x), 
其 中 ÁGXEXCFOCG0 E.TfGOSE XY Q 92 E. 
对 于 fe€ DOO ,根据 Plancherel 定理 知 
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Jr foo lide | 1 fe de 


= [fan dr = | Fœ dea), 


即 荆 是 (2,2) 型 ,是 常 数 C=]. 
现在 来 指出 TT 是 弱 (1,1) 型 . 因为 | £D | EL Fh BEDA 
I f GO E * xl" sm bc Ah. 从 而 对 4 汪 0, 有 
En A= (y € R: | fODIlÓyl A 
C iy € Rm, |y| > AAD). 
SAD y€ R': db yl >b — B. 


vEsj ) Um 


gp 


dy(y) <| dy(y) 
H 


Ep 00 


一 | M 


因此 ,由 Marcinkiewicz Pd xg BE. BIRD T Rep p) 1p 
<2: 


lip P 1/p 
[[ ITF lao] <c (f rl deo | 
换言之 ,就 是 
(| Ea (| [fon dz)" 
r Sle” 


GD BI 235a oo, MA REEF g WE 1a! «c2. 从 而 
对 于 FEzZ ,根据 上 一 节 中 的 Rr* 上 的 Hausdorff-Young PER, 
可 知 0 f€ L'. X fF € L',BERI Riesz 表示 定理 ,可 知 存 在 g€ 
A Hillgl,; — 1. ER 


ke fl | [p 7A coda. 


由 此 再 注意 到 Fourier 变换 的 乘法 公式 以 及 Holder 不 等 式 ， 
可 知 
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1 多 fl, = | fen Fa)de | 


一 [ure |x [7 P^ 7 gx) Ix | - "nnda 


1/4 


< (f reote max] f Aga n tas] 
现在 将 GD 的 结论 应 用 于 指标 9 的 情形 ,得 到 
loc fh < Cole {f p A Lei har] 
由 假设 lglv 一 1, 即 得 所 证 ， 


l/q 


2.2 下 三 角形 的 情形 


下 面 我 们 介绍 Marcinkiewicz 内 捅 定理 的 -一般 情形 , 即 下 一 
角形 的 情形 . 也 就 是 说 算 子 7 ÆR Ope qu LEA ESSE Cp q0 78, 
其 中 

] S po Xx go, fq p Éq, 
MEHE T AIR DR pop pigo qi. 证 明 这 一 结果 主 
要 思路 仍 是 分 解 函数 f 为 两 部 分 ,只 是 将 分 解 时 的 截断 水 平 4 改 
H A FRE EC 必 , 其 中 w 与 指标 值 有 关 ,而 且 它 的 选取 主 是 证 明 
中 关键 一 步 . 为 此 ,先导 入 一 引 理 做 准备 . 

引 理 4 iE 1 poses le pisi Po p bisqo qq qos 

q. HRE 
N n fp». «GP-—-fh 1 
Po q — qo P19 qi a 
(GIO / po—1/22/0/ p —/ p) — (O/9s—1/42/ (1/9 —1/4000 WA 


« — ao [ots M | 
«an 
(qi -el[ Ava ! LE] is dA]. 
注 H posqo patt EIIE 2 中 的 等 号 情形 . 


LJ 
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证 明 应 用 广义 Minkowski 不 等 式 ,以 及 注意 到 当 |f(x) | — 

站 时 有 P G0: 1f£GO [ZA HB FA GoL9 LEGO LT 
Poldo 

er yc e. 


a go/ Py Poldo 
INI Gr) |^dpCz) | xoniga] 


i IFE [VA wa] dula) 


X 


q—49P. 


fG)|^(q — qu) ^| f(x) | * "dg. 


fio] Polio 
f. | A "roo raa] dio) 


X 
由 此 可 得 
on a Poldo 
(q m qo | A da 
定理 5(Marcinkiewicz 下 三 角形 和 情形) RISAS, 
1 一 0， 1 ;00 天 0 SI 是 次 线性 算 子 ， (X 7» , (Y,») 以 及 | ITALE 
上 一 定理 所 述 . E8 


< | folde. 


EnD) < | ŽIA] . ioa. 
则 
IT fl, s Clfl,. t€ (0,1), 

其 中 COXKCV'C,.K —Kpoqo bisqit HM >01 Et, K— 
+o. 

证 明 TEER pop ogogo T EN, eT 
JE A. [5i p= poqg=qg HNR S= fe BERN EXP 
E. 我 们 有 

ITA = af X7 VG; ) dA 
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< gf X Ivano 2002 + gf 7 E O72) 
< GC] Ada 


+ aQcon | aa 
0 


根据 内 插 指 标的 设 定 , 可 以 取 a 满足 


.£099—d.  biq-74 
do P — P» qp— pi 


而 选 8==X, 从 而 ,根据 上 一 引 理 可 知 


q C o! Po 
(mf SEE] faeo)" 


ihi 


| | f(x) KAEH 
dr q X 


n S I f£, 1.352 Ez 8] 5 A 
[T £s S CII. 


十 


其 中 常数 C 为 


C= e vod Con. 
0 1 


实际 上 ,上述 不 等 式 对 任 一 f€EL’ 均 成 立 , 因 为 该 式 两 端 是 /的 
齐 次 函数 . 

此 外 ,如 果 Co=C=1, 则 上 述 不 等 式 又 可 写 为 

ITF S KECA 

RP K= {q2"/ go) T q25/ qog). 

实际 上 ,上 上 述 不 等 式 对 于 Co,C: 不 等 上 1 的 情形 也 是 成 立 的 ， 
理由 如 下 : 

i Ti=aT ,dy 一 bdv,a 与 /是 待定 正常 数 , 我 们 有 

(WEY: [T4700|1 22 AD) = bw((y € Yi ea7 AD 27 ADD 


Ala)" 


-b||yev. mTfooi» 3st 
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= (ab sC|fll,/A)*, i= 0,1. 
现在 我 们 选取 a,b 使 得 
ab C, = ab C, = 1. 
这 就 是 说 ,TT 是 带 常 数 为 1 8989 (po q0 9 IET :—0,1. 因此 就 有 
ITA < KW. 
CRI, 表示 积分 是 对 测度 v HU D BT 
ab WT fl, S KIF 
或 写成 
a! "ap pis fl, KI, 
再 以 CC 代入 即 得 所 证 . 
注 1 在 Marcinkiewicz 内 插 定 理 的 假设 中 要 求 go 和 ,这 一 
条 件 是 不 可 少 的 .下 面 的 反例 是 R. Panzone 给 出 的 . 
- 例 2 设 feL(0,1j), 今 


rro = ross 1- | jan 
rfe = [fo o I= frode. 
显然 ,T EML 1D LCLO,1 DBSZRTESE- T. 对 1>>0, 若 0 雪 7 


SV "EI 
EjQO)— (x € [0,1]; x71 >å) 
C (x € [0,1]: Lf] /A 2 x") C Co, AS]. 
由 此 知 
[Ew CO | < Afh. 
若 >A, W E:j0)-—(0;.1]. 从 而 有 
IE Q0 | = 1« É < Uf « (fA. 
总 之 ,我 们 得 到 
[Er | < AA, 
ETERO DEA, LAK pz 188 s Ahs ISI EPA 
[Er] < Al, 
88 


Hp T ESDA. 

现在 假定 Marcinkiewicz 内 插 定 理 在 go 二 gi 时 成 立 , 在 此 例 中 
即 2 二 2, 而 推出 了 是 强 (p,2) 型 . 

ITA SCIA 1<p. 

这 就 是 说 , 若 fF€Lpo.1bD.RITF/GOol'-P/x&po.1] EH 
Bug ors. 

注 2 定理 5 在 两 终端 (1/po,1/go) 以 及 (1/pi,1/g1) 之 一 是 
下 三 角形 情形 中 的 点 仍然 成 立 (L4j) ,但 不 能 得 出 常数 C 的 估计 ， 
反例 见 [5]. 

注 3( 抽 象 空间 内 揪 定 理 ) 设 ESQ Epo EISE, A WR IE RTE E 
ET 是 次 线性 算 子 县 满足 

ITE Cf f€ E.i-—0.1, 

则 IT fle « KC; Cle S E E, 
ABESSE & Fl] dx B]. ESI E, AR p pep ht a B] SE, 
与 E, 是 相应 的 内 播 空间 ( 见 [6])， 

现在 ,我 们 来 举 几 个 应 用 的 例子 . 

例 3 UE CX.40.Q 50 EWI T BRE REI L1 o9 KG y) 
是 定义 在 XXXxY 上 的 可 测 函 数 , 且 其 弱 元 . 模 分 别 满足 不 等 式 

[KGCz，) SC, ae.r€x, 
[KC 0 &:C, amey € Y. 

* fe€L»axp«ooJpftoy 


Tcz) = [ K Goff ond» 


对 几乎 处 处 的 € X 是 收敛 的 ,而 且 对 指标 


pmpesco, La.ollla,, 


£p q S 
证 明 记 PA paq ES EER , 则 有 
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1 1 l 1 1 

< !. < p — 1 ZT mu "n 
PEIPER sp qq, 
^7 fB3xEILÉI,—1-—CCOSWISE K 5 f£ 以 常数 即 可 ), 并 今 
K(z,y), |K(x,y)| >B, 


0, IK(zx,y)| x B, 


Ki(x,.y) 一 | 
K,—K-—K, 
其 中 8 是 待定 正常 数 . 又 记 
Tfi) = [ K 0f odo, 


T f(x) = | Katr y dvo. 


我 们 有 [KED Ideen = S Ere 200A 


į 


oo 1 一 9 
<f ada = L., 
8 q-—1 


类 似 地 可 得 

f [Ki Gr, yo ]dpCx) x Pn 
从 而 根据 第 一 章 $ 2. 2689] GC — 10, READGE XL Tf(x) 的 积分 是 收 
AAJ, HA 


p p * Bg 
Iris il- 二 
对 于 T. qc p ap 
[KG "don = p [AEren aA 
<p fw- 1-adà = A - 
从 而 由 Holder 不 等 式 , 可 知 定义 T,f(x) 的 积分 对 每 一 个 x 都 是 
收敛 的 , 且 有 

u 7 p m» u s "i g/s 
tr < s) A = LE] gn 


P 
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于 是 ,我 们 可 以 做 出 TÉ—ATVF ATARI BI ADOBSTASX 
BCETCA)) x Er y CA/2)) 十 Er, 5 CA/2)). 
HER p 值 为 


À pn s/qp' 
p=|3) E 
T 8$ T2 fl A72 ,而 推出 GOES (0/20) 7:0. 因此 ,我 们 有 


eyy pP 
PEAD) < iO Q2) x | ZIP | 


注意 jf 二 1 以 及 等 式 


(1 — qOps 
q 


i E — 8$ 
-| 
这 样 AECIBEBE T T R58 (ps0 81, Te p— 18] T Ed, D 
型 . 

最 后 ,对 给 定 的 p; 1 过 p 过 gq, 取 p: pb EX: 


WT LESO, 78 8I 88 Cp; 5 2780. REEE Marcinkiewicz 内 插 
定理 , 即 得 人 是 强 (z,*) 型 . 
$3 Stein- Weiss BR dil A Utd xe FE 
对 于 许多 算 子 来 说 ,其 弱 有 界 性 估计 当 限 制 在 某 些 函数 类 (如 


集合 上 的 特征 函数 ) 时 是 容易 证 明 的 ,因此 就 出 现 了 所 谓 的 限制 型 
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内 插 理 论 . (下 面 的 结果 属于 E. M. Stein 及 G. Weiss ,参阅 [7]. ) 

设 (X.p) 是 一 个 测度 空间 ,了 T 是 次 线性 算 子 ,1 委 p 委 co ,1 过 9 
«Coo , 若 存 在 常数 C ,使 得 对 于 刁 中 任 一 可 测 集 E: HE «oo ,有 

is € X: Tew] m ap « |Tel] 
则 称 D 为 限制 弱 (p,g) 型 ; 若 有 
Txzlls < Cllxell;, 

则 称 全 为 限制 (p,q) 型 . 

显然 ,运用 类 似 于 Marcinkiewicz 内 插 定理 的 证 明 方 法 ,不 难 
BR HE 24 T ERRI Ceo qu AMARRE Cp qM LL puo 
co,]xtpixqixoo, H qo qi FEST M PR | Co; q4078 , Hor 


1 1 t H 1 t 
一 e! t 9 一 (1 i Ty t (0,1). 
P: Po )* £i qı qo au di e 


然而 ,如 果 我 们 企图 得 到 了 RC BRI qo 086 LU JC f] 
证 法 就 行 不 遂 了 . 下 面 , 我 们 将 采用 对 偶 空 间 的 方法 ,并 且 仅 对 特 
定 情况 来 导出 这 一 结论 . 

Wt £RTESRT- HEBR B] CL^ CX 0 4 L* OX 400 I 1 p oo. d1 
q «co, WX] f€ L"O,.1/q.d-1/41 — V. EA & X PINE E: 
BOE) «oo, 


A20, 


bE) = | Txs) ‘f(r) dCr), 
就 有 
Jb ES Tl, * MT; 
< Chtela llf; < C. EENS Ne 
由 此 易 知 br (五 ) 是 一 个 带 符号 测度 , 且 关 于 jy 是 绝对 连续 的 . TAI 
此 ,根据 Radon-Nikodym 定理 ,可 知 存 在 关 =7T SJEL X, AD 使 
得 
bj CE) = [ aodu). 
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从 而 ,对 每 个 SEL CX DRENTE E. B. uH GD oo UH 
| Tta . fondi) = | eC) T^ fdu). 
由 于 并 是 线性 算 子 , 故 对 简单 (可 积 ) 肾 数 5S, 也 有 
[Ts < fGodgi) = [s UT feddal), 


HopT'XETBSxeT. 

RFT ATHAR: 

引 理 6 RAHAT T 是 限制 弱 (po,qo) 型 以 及 限制 弱 (pi， 
qi BE px qos oo, lt pisi oo qosqi UI] T" ES (qi ,pi) 


型 ,其 中 
—— ————| Ee. 


*? 


记 po qo qi qo qi 
证 明 XP A—0.óU 
E+) = (x € X, T^ f(x) >å), 
E (0 = (x € XiT' f(x) <— å}, 


则 有 
Ur € X: 
对 于 EAO, RNA 
BCE* Q2 — | Xeta Codal) 
X 


ID f| 2 AD = GE! O0) + pCE A). 


n T'f(G) * Xeta (x) dur) 


BE 


= 元 | /er ， T Xe a (dalr) 


> -- 


ni Xe o llf; 


4n 


EO (D) ^| fL. 


同 理 可 得 关于 mo" 证 毕 . 


现在 ,我 们 可 以 导出 主要 结论 了 . 
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定理 7 设 工 如 上 引 理 所 述 . S 0<s<1， 
zx ta " i = À | ": dod < m 
WT Æl sq) A. 

证 明 EX tost PIGO, R ER A n E 
AIST ZE H BE E Cos oq) BLA RBR R Cos ,9 0 781. 从 而 ,由 引 理 6 
aA T'I (q;, «b. ) EVI S (q;, spa) B. 再 根据 Marcinkiewicz 
内 插 定理 ,可 知 7' 是 (gq,p') 型 . di JE X A0 dE SE SET To E 
Cpg o A. 

对 于 FE L*O OR SO ERAO AR 3 (0146 


| T fe) -SCodag(x)- | er e TSGoOdu(x) 


一 NIS T'*SO)OdgiCGrn). 
这 就 是 说 ,对 简单 (可 积 ) 函 数 S 来 说 ,有 
T''S-—TS. 
于 是 ,了 是 (zc,) 型 ， 

注 上 一 定理 是 Stein 和 Weiss 建立 的 , 它 的 不 足 之 处 是 要 
求 了 为 线性 算 子 . 下面 的 结果 对 此 算是 一 个 补充 ,其 中 用 到 了 重 
要 的 所 谓 线性 化 方法 . 

定理 8 设 (7 是 一 个 线性 算 子 列 , 记 

T'f(G)- sup (Tf Go. 
若 极 大 算 子 TERR dij 89 Cho q WA RBR HSS Coi qu B pu 
qo 0o IS pi qi oo qur q, Wl T' Æp q) R, Hen 
H 1 一 上 t 1 1—:1,t 
b p uu "I 十 q t € (0,1). 

证 明 N ABRE, gp: X—N 是 可 测 函 数 , 定 义 算 子 

T, 


Tyg) = Tog (r), 
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易 知 TugGz) 是 和 上 的 可 测 函 数 ( 注 意 Tue (x) 可 测 ) 而 且 T, 是 线 
性 的 . 显然 
[Tag D| STga). 

从 而 由 条 件 知 Ty ER dL S9 Coo qu WARRE Ci qM HR 
AST FLRS o AR. RRE T, Ty 是 (pda 型 ,其 常数 与 
YER. 

HE SEL, BETS) A, p XN 如 下 :将 X 
分 解 为 Er= ir EX: 2 mT' f(z) 这 2) 对 hEN 的 并 ,对 rE Ei, 
E TSAO 2 Wb f£ dd] H RE j [UD EGO 12 2^ enmt 
4 gGr)- Jj. E E 

T fix) 2IT,fex)|], x€X, 

BES WT Fh, S AT Ale S Ch,. 

如 果 条 件 T SOAR FR vr. Wl npo 

T; fx) = sup Taf Cx) | 

作 上 述 推理 ,然后 令 n 一 co 即 可 . 


p 题 


1. di«pcoo.W-ETd1ELGQGOEÀS  ÉEX/p-l/p-l 
以 及 Fa€LnL5.g 


NALE 2 gG)dz = NICE Tgi)dz, 


WEB] T J& Gr r0 rH min p,p Sr Smax p,p). 
2. (Hardy-Littlewood) — i 1-C p xz2 X} 2r 为 周期 的 函数 
f€L'(L—.x),uEB 
(lac [np £o0|^] 过 Co 


ncZ 
提示 : RATT: [rr] Mdr) (Y v); 
(TAn) = nf G0, 
其 中 ,对 MON WE v Jg 
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XM) = XA + np. 


n€EM 


3. ik fK€L^(|L?.0-€p «poo, 


= = + =, 0«rt«L 
2 


WEW IASCC C; G0, DEL], X 
1 1 Vh 
C= Plz t xal i 
4. 证 明 下 述 情 况 下 的 定理 5( 下 三 角形 情形 内 插 ): 
G) po= bii Gi) pı =q; =; 
Gii) po pi «oo, qg Aq L. 
5. 考虑 定义 在 (0,ce) 上 的 函数 f(x), 令 


` — 1 7 NE a—] 
TJ/G) = 元 可 | c D fQd. 0ca-cl 


证 明 7 是 弱 (1,1/(1 一 0)) 型 , 强 (p,7) 型 ,其 中 1 二 p 过 a7!,1/r= 
1/p—a. 

提示 : 考察 核 K(z,y) 一 TT(a) 7! G—30* Xo G03E SEE 
理 5 后 的 应 用 例 . 

6. 设 非 负 函数 g(xz) 满 足 

l(z€ R: ga) t)ixCt 
证 明 存 在 常数 C, 使 得 
(f E gadr) «Cl. l1«p«x2. 
mig) 
提示 : lE dpGo) — 9 Goda. 
7. d f € L« (GU) AE X. 


1 
1 一 —————— dy, 
M'S) a ED | >” 


Hu — d€ 
MIO = spp, TCD fn FO ldy. 


证 明 ; 对 R 上 的 非 负 可 测 函 数 g(z), 有 
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n [M FG Y'eGo da « cf, |f Go | M"gon dz, 


1« «oo. 
提示 : 算 子 MER, gdr), L CR" ,MPp dr)) 型 , 且 是 
(CRPdz)， (Rhp dx) ) I. 
8. 设 p(x) 是 R” 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 有 
lir E R: ga) >| Cr, t>0. 
4 «prep <0,1/p+1/p'=1,4EH 


A l 1i l/r 
[f I eoeco* ldz) 过 CI 
提示 : 应 用 Hausdorff- Young 不 等 式 以 及 习题 6. 
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第 四 章  Calderon-Zygmund 分 解 理论 


把 一 个 可 积 函 数 分 为 两 个 部 分 的 和 ,其 中 一 个 具有 良好 的 性 

质 ( 例 如 是 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ) ,而 另 一 个 函数 其 本 身 的 结构 

虽然 并 不 十 分 清楚 ,但 是 它 的 某 些 特征 可 在 一 定 的 运算 意义 下 反 

映 出 来 ,并 为 我 们 所 控制 (例如 其 L^ 范 数 可 充分 地 小 ), 这 类 分 解 
早 在 实 变 函 数 课 程 中 学 过 ,而 且 已 看 到 它 的 应 用 . 

为 了 研究 奇异 积分 的 存在 性 和 有 界 性 ,1952 年 Calderón- 
Zygmund 导入 了 以 他 们 的 名 字 命 名 的 分 解 理论 , 它 是 一 种 与 空间 
的 分 解 相 结合 的 函数 分 解 方法 ,是 研究 调和 分 析 领 域 中 典型 算 子 
连续 性 的 必 不 可 少 的 工具 . 


$1 Calderón-Zygmund (C-Z) 分 解 


引 理 1 空间 分 解 ) 设 FE L'(UO A20, WEDE RNU 
F,Qü(|F— 2G ,.,mH 


GO=Ue Qn gaz p. Ke Q ROT QRRQ 
k 
的 内 点 的 全 体 ; 
rol MC denn 
Gii) |f |à, a.e.r€F; 
Go 12,17 2719, Tfl. 
k 


证 明 首先 ,因为 f € L' n ,所 以 存在 n0, ERTAK 
为 的 每 个 方 体 Q, 都 有 


ii], fen lde <à 


98 


从 而 ,如 果 我 们 用 平行 于 坐标 轴 的 超 平 面 把 空间 R^ 分 割 成 边 长 为 
r 的 可 数 个 方 体 网 格 ,那么 对 于 此 网 格 中 的 每 一 个 方 体 Q, 就 有 


aif, etd < 


其 次 ,对 上 述 每 个 方 体 Q ,以 平分 其 边 的 方式 将 Q A792" 个 
小 方 体 Q' , 易 知 了 在 每 个 Q' 上 的 平均 值 的 大 小 可 分 为 两 种 情形 : 
eil. If (x) |dz > à; ail. If (x)ldz x A 
ULM Hik Q 不 再 分 割 并 将 其 列 入 {Qi). 此 时 ,有 


IQ] il, fa) jdr x Toil en ldz < ma, 


故 (i) 成 立 ; 对 于 后 一 种 情形 ,再 将 该 方 体 之 边 等 分 , 则 又 可 得 2 
个 小 方 体 ,并 继续 讨论 如 上 面 所 述 的 两 种 可 能 发 生 的 情形 . 如 此 进 
行 下 去 ,就 可 得 到 方 体 列 (Q), 记 为 

Q-—-l]Q,, E= RMA. 


显然 , (0) 与 Gi) 都 成 立 . 

为 了 证 明 Gi) 对 于 中 的 几乎 处 处 xz EA, REEE r 
€Qi(G —-1,2,-0Hf, i 将 属于 边 长 趋 于 零 而 且 满 足 
的 方 体 列 中 . 因此 ,根据 Lebesgue 微分 定理 立即 得 到 (iii)， 

Gv) 由 GD 知 |Q| < 二 |。1/1dx, 对 指标 相 加 , 即 得 


Jesaja MG |da. 


上 述 分 解 简 称 为 C-Z( 空 "e 注意 ,这 一 分 解 是 与 给 定 的 
4( 取 定 有关 的 ,那么 对 于 不 同 的 4, 在 同时 进行 C-Z 分 解 时 所 得 
的 方 体 列 之 间 有 什么 关系 呢 ? 

推论 设 ELR ,再 设 对 0 二 入 之 如 同时 作 C-Z 分 解 所 得 
之 方 体 列 为 {Qi) (Qu) UI 


4 « 
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39, < ri IQ... 
证 明 “我 们 从 选取 过 程 中 可 以 看 出 ,对 每 个 Qi，, 有 
wik | fx) |dx > A. 


但 对 入 来 说 ,|f(x) [e Qi; 上 的 平均 值 不 一 定 大 于 Ay 此 时 ,还 须 
把 Q1,, 等 分 为 2 个 小 方 体 . 因此 ,每 个 Q,,, 或 与 菜 个 @., 相 同 ,或 是 
后 者 的 子 方 体 . 从 而 结合 不 等 式 


Raile (erm. quif, SO liS ra 
X $2 s a 


4 IQi; H 
H zl Jesi io. 
得 到 IQ... | 交 iQ. iJ, en Md 
IQ] 1 
« D cju; fede 
n A 
<r loi 


对 一 切 指标 相 加 , 即 得 所 证 . 

注 ”代替 R",C-2Z 分 解 也 可 在 某 方 体 Qo 的 基础 上 进行 . 对 于 
FEL’ CR"),p 之 1, 也 可 进行 类 似 的 分 解 . 

C-Z 分 解 涉及 可 积 函 数 的 平均 值 , 从 而 很 自然 地 会 在 H-L 极 
大 函数 的 深入 研究 中 发 挥 一 定 作 用 . 

定理 2 db fEL R), A>0, Ww C-Z 分 解 所 得 互 不 相 重 的 
FEFK Q). 

| (x: MFC) 2 TPAS "2, (Ql, 

其 中 股 f(z) 为 H-L 中 心 极 大 函数 . 

证 明 作 {Qi ),Q; —2Q.. 下 面 分 两 步 讨 论 : 

O € z:€ Ue: , 则 对 任 一 个 以 x 为 中 心 的 方 体 Q, 必 有 


aif ean < nA (D 
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这 是 因为 如 果 QCR |) RA 


所 以 (1) 式 成 立 . 如 果 存 在 ,使 Qi 门 Q 关 名 ,那么 由 于 Q@ 的 中 心 在 
UQ: 的 外 部 , 故 有 


Q, C 3Q. 
由 此 知 U (Q: Q NRD) C 3Q. 
从 而 得 到 
[Ir de< | ee Idr * D alde 
<aARI + » 24g 
Q,Q e 
xz AIQI -- 27 * A * 13Q| 
= (十 2 .1.3)|Q|. 
因此 (1) 式 成 立 ， 


GD 从 上 述 结论 中 可 知 ， 
MfG)z7T-A zE Ue. 
因此 [Ew Trall Ug | 2 z el. 
例 E g) R ERRIMEN, p< , 则 
[IME 'scodz < CS IAO IM) Ya. 2) 


证 明 不 妨 假定 Mgp(z)<co, a.e. rE R H MgG)70. 车 记 
du(x) = Mo(xr)dzr, dv(x) = eGodz, 
则 问题 转化 为 证 明 MM 是 从 L(y) 到 L*(v) 的 有 界 算 子 . 
G) M ECL" GO L7 602)78l. 
实际 上 , 若 az2 |f longo , 则 


M$(x)dx = 0. 
(rE R": IS >a} 


因此 ,根据 MeGO ouf rE gm: lfGolaji-0. Bil Lf GO | 
Sa, a.e. LE KR". 由 此 知 Mf r)a, a. e. x € R BI MÉ |i osa. 
这 就 是 说 
IM f lino, < MAlo. 
GD M EI LUOL ODA, 


goda < S[ ISO ME s. — 0» 
ix€ R”, MfGo >A) 
不 妨 假定 Sa), XA A a A uE A RI 
fila) S fail), aer E R’, k= 1,2.,, 
limf (z) = f(x), 
而 有 
(z E€ R: MfG) Aj = |] ir E mi Mfir)>N), 
所 以 又 可 设 fe L'ae. 
现在 对 了 以及 =7-*4 作 C-Z 分解, 得 方 体 列 {Qi) ,满足 
Ax iil. fGody < ZW, 
从 而 知 


pade < | p Podr < D| .dr 


n 
(z€ P; Mf(r) T"X) k 


^d 1 
«Ww ud dz «x |, fod 
> DTe z gf fO 


hro ndr if. nens 


P» f(y)Mo(y)dy 


f^ 
À LJO ~IS i 
i5 


| fw My ydy. 


由 TX =A BIE. 


后 ,根据 Marcinkiewicz (BERE 可 知 结论 成 立 . 
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根据 C-Z 分 解 可 以 获得 H-L 极 大 函数 MAFGz) 的 分 布 函数 的 
道 向 估计 ,从 而 使 我 们 对 MA (zx) 的 可 积 性 有 了 更 深刻 的 认识 . 
引 理 3 存在 常数 C 盖 0, 使 得 对 任意 的 a0, H 


lx € m; MFG) >A} >S] 
(rE R^, J| >A} 


证 明 不妨 假 定 SEL CR), ATX a0, i C-Z 分 解 可 知 
存在 方 体 列 {Q,) ,使 得 


LÁ Cr) jde. 


Ql. IF) ldz < 274, 


[f(x)| Q&A, a.e.r € Um. 
k 
由 此 知 当 zE@ BE; MfGO ARE H. 
、 C ] ~ 
Ewa > DQ > uo NIS ldz 


d. 
2"À 


~ 


| | fen iA: fe |da. 
即 得 所 证 . 

定理 4 UG fÁCLQUO,.HHEZXSSZSTSZRBBO.DP8.S 
Mf € L'KGi,) , 则 


| IA fd < ee. 
证 明 B'— BC(C,20 TEE a2 0,1 x € B'NB, 可 作 Bo 内 点 


ie B(x (BO; DCB ar). 因此 有 


— €l BEENDEN 
| B Gr r) "m foo Idy i iB Gr r) M un ld» 


1 一 rn 
el £00 dy < CMfGD, 


即 Mf Gc )&CMf Go. 
HHA, MECE B(0,2) 上 可 积 . 
此 外 ,对 xz ER"™、\B(0,2) ,由 于 当 7 过 1 时 ,对 BO S.H 
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CC. 


veu MICE 
故 知 
Mf) S 
Bl MfC(z) 是 有 界 的 . 显然 还 有 
Mf(x)-—0, |r| — co. 
这 就 是 说 ,对 A0, LER: MOSM E TETRA. 因此 有 


od 
[Bie ,IT he 


I= f Mf )dx < co, 
ix€ R8, MfG As 


现在 取 Ao — 1, Bit] 
1 


rz | liz € RP, MfG) > À) |dà 


zs |f Go) ld | da 
1 (x€ R", |f Go 2) 


-farol $a 


= cl. {fer) nt | f) |da. 

定理 证 毕 . 

随 着 空间 R" 的 分 解 , 相 应 地 就 有 下 述 关 于 函数 的 分 解 结果 . 

定理 SC(C-Z 函数 分 解 ) 设 f(x) 是 Rm obdEf UD PAESE AT 
0, 则 存在 互 不 相 重 的 方 体 列 {Qe} 以 及 分 解 FO g Gn FB GO, 
使 得 

G) |gGO|sz2'4, a.e. z€ R^, 

lel; fh, 1 ooo; 
Gi) 5) 0, a. e. ERA |] Q, 


| bdr—0, k= 1,2,... 
Q, 


证 明 根据 对 f,4 所 作 的 C-Z 空间 分 解 结 果 , 已 知 存在 互 不 
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相 重 方 体 列 {Q,} ,使 得 
fG)€A aer E RUQ, Qi zl. 


iwl f(rx)dr < 2A, k—1.2.- 
IQ, |J o, 
现在 ,定义 g(x),b(x) 如 下 : 
f(x), r€ RAJ Q, 
k 


gír) = 1 
iei] fGodz, r € Q,G — 1.2.7525; 
IQ. |J o, 
bx) = f(r) — g(x) 
[^ r€ RAU Qs 
k 


l m e. 
q.i, f eda x € Qi -—1,2, ). 
显然 ,我 们 有 
| bCx)dxr = | fGoOdx 一 | f(r dr = 0 (k = 1,2,.…). 
Q Q, Q, 
[JG , GO S. 
根据 分 解 所 满足 的 不 等 式 和 g(x) 的 定义 , 易 知 
go = jer) | 2", aerz E R. 
Ith, ZAL F= RAL Qi, 则 得 


lel | gC)’dx 


= S| gdr + | Ley gdr 


k 
< Deom | gdz + N| goods 


= qr S foods N| foods 


k 
< CA" ai. 
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因此 (i) 得 证 . 
$2 Benedek-Calderón-Panzone 原理 


作为 应 用 ,我 们 来 介绍 一 下 关于 判断 次 线性 算 子 弱 (1,1) 型 的 
充分 条 件 . 学 习 了 L^ 空间 的 算 子 内 插 理 论 ,指标 p 二 1 时 的 情形 自 
然 是 举足轻重 的 . 这 里 给 出 的 结果 也 称 为 Benedek-Calderon- 
Panzone 原理 , 它 在 卷 积 型 奇异 积分 算 子 的 理论 中 扮演 着 重要 的 
角色 ,其 中 的 条 件 也 转化 为 著名 的 Hörmander A. 

定理 6 设 人 是 一 个 次 线性 算 子 ,满足 

G) T JÉSS Cp, p), 1— p— oo , B] 

En < GIA fe LR; 

GD 存在 大 于 1 的 常数 C;,C;, 使 对 满足 

suppf C B(ry,r), I. Soda = 0 
的 函数 f, 有 
Im Cn) Tf») ida < cy ? 
则 对 具有 紧 支 集 的 有 界 函 数 f(x), 有 
[EQ < Fh 2>0. 


、 .证 明 显然 f€ 71(R"), 又 有 4 之 0, 故 对 此 作 C-Z 分 解 ,可 得 
互 不 相 重 方 体 列 {Qi} 以 及 Frs gl) tbla), E 


SQ mE. hal <C Sh. 
k 
特别 地 ,其 中 6(z) 可 写 为 
b) = S bG), 
k 
br) = [fæ — ial. f(y)dy | GO 
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k — 1,2,1. 
而 且 有 n lb GO ldz < ?|。 LOI 


TR 48 | £r CO | S [Er CA/22 | + | Er A/D, HESA, DE. 
只 需 分 别 估 计 和 右 端 两 项 即 可 . 
G) 由 了 7 的 弱 (p,p) 型 , 故 得 
C,C' 


、 C 
Er, (4/2) | my ell < y "OMIM = c -| lh. 


GD 首先 ,由 不 等 式 


| lb, Cr) | dr = | 
Q, Q, 


< zpLafe [dz 十 2 UNE 


P 


dr 


| xil. f(y)dy 


al. |f(y) dy] dz 


<f adz 2 | ahe IFO) dy da 
« "| LOI 

Q, 
f S no» 


boo 
=X | aldra zr] uro lda. 
AN 4Q, Ue, 


DET L — 37 


注意 到 JEL qe MS es 二 | 天 se 我们 有 
lim | Ue = lim 719. — 0, 

lim |b — > ， 

Mifit T 285, pol upAn o4 Nokt Ti P3 依 测度 收 
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EF 0. 因此 ,我 们 有 了 | D hco) 3» od. ium 


r($co)|« DAE aez E R. 


其 次 , 作 球 Bi, 其 圆心 为 Q 的 中 ， 心 , 而 半径 为 Qi 的 直径 的 C; 
倍 , 并 记 N= LJ B., W 


|Tb(x)| = 


<ia 十 | (x € RAQ, ITbGO | A2] 
一 了 十 了 
对 于 7 了 ,我 们 有 
I= a| «C31. < EM 
对 于 ,我 们 有 
2[ (mr 2f ox 
T $ feol T dr < MPO 
2 NO . . f 2C, 4 | 
x A - [iu Th da < à X, ioo ldz 


«afe lda. 
综合 (i),(i), 即 得 所 证 . 
对 于 p= 二 0, 类 似 地 有 下 述 结论 
定理 7(Zo) 设 了 是 一 个 次 线性 算 子 ,满足 
(人 是 (coco) 型 : Tg [Ciel 
GD 同上 述 定理 之 (ii); 
GD 对 任 一 互 不 相 重 的 方 体 列 {Q) ,以 及 满足 
supph C- Ue. NISL = 0 (k = 1,2,.…) 
的 函数 h(x), 有 


十 co 


ITR | < D IT AX Dj, aer E R, 
k=1 
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WT 是 弱 (1,1) 型 . 
证 明 3} fE LCR), 0 作 C-Z 函数 分 解 :f(zx) 一 g (x) 十 
blz). 因 为 上 gl 所 2"4, 所 以 
[Tg] SC e lelle < C124. 
因此 ,我 们 有 
(x € Rs TAG | > CFA {x € R: |T) | > 2044). 
而 对 上 述 右 端点 集 测 度 的 估计 可 类 似 于 上 一 定理 之 思路 进行 . 证 
注意 ,对 上 述 定理 6 的 充分 条 件 稍 加 分 析 可 以 看 出 ,在 应 用 
上 的 主要 一 点 在 于 如 何 检验 条 件 (ii)1! 让 我 们 来 看 卷 积 型 积分 算 
子 的 情形 . 
设 有 核 (x) 的 积分 算 子 
TfG) = | KG — »)fondy, 
对 于 (9 中 的 函数 AGO ,不 妨 假 定 suppAC BG. BTE 


| f(y)dy = 0, 
BO,r) 
故 有 Tf) = " KG — yf ody 
- I. [KG = y) — K(f Gd. 
Wr) 


由 此 知 
| IK x f Gr) ldz 
R"NBCO Cyn) 


二 | Von (KG — y) — KG) |dz |dy. 
如 果 上 式 右 端 的 内 层 积分 对 一 切 y 是 有 界 的 ,那么 ,条 件 (ii) 就 成 
立 了 .一 般 来 说 , 称 

[KG 7» Kdr SC, yo 


HI K 所 满足 的 Hormander 条 件 ,其 中 常数 C 可 能 与 核 K X. 
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i 题 
1， 设 线性 算 子 荆 在 Li(R") 上 有 界 , 且 有 
Tf(x)=0, z€ R'ssupp(f). 

证 明 : TA) =b) fa), RP FE L'IG'),6€ LOOR”). 

提示 ; 作 分 解 : E= QNU Gj), ES ba 
(TXo) GO € QG1,2, 7). 

2. 设 次 线性 算 子 T dé 88 Co qu) Æ, H p 0 po qo oo. 若 
对 每 个 互 不 相交 方 体 列 {Q)) 以 及 AE LCRO supl hE LUQ, H 


| aceydz=o, 有 


9 


. I fC 
AVE A 
其 中 1/p—1/a71/bo—1l/qospoZe p271. WEB] T 是 纶 (pq) 型 . 
3. 定义 空间 L'" "(QUO gi 
u 1l. . . l/r 
lllar = (sup zren O] ay} «e 


E00 


之 下 全体 . 设 Tp Lr Knp Ls <r, fE LU VE BI 
(Mf) ^eL rm, 
提示 : 利用 公式 (i XGO = Xs Go) 


f Mf YS Gods L cf IEC M GOdr. 
Gr. pn 
4. 设 有 R” 上 的 函数 族 {K。(zx)}sea, 且 满足 
CO sup| IK GO ldzC,; 
a€ AJ R^ 
(2) 存在 大 于 1 的 常数 C;,C,, 使 得 


| "NM sup] K,Gr — y) — Klr) |dz sz C,. 
Xo z aly 


acA 


证 明 如 下 定义 的 极 大 算 子 工 是 弱 (1,1) 型 ， 
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T(z) = sup|K, x f(x). 
5. ix l«po«qo«oo,.T 是 弱 (po,qo) 型 , 且 存 在 C;,C41 ,使 
对 满足 
supp(f) C BCzoyr)， n fedr = 0 
的 函数 f, 有 
， aul 1 1 
[e TID] dz| 大 Ci， Po + do E l 
HEH JT £l CFI EFP 3 ppl. 
提示 : 应 用 Marcinkiewicz 内 插 定 理 , 只 需 指 出 了 是 弱 (1,r) 
型 . 为 此 ,对 JEZICR") 及 0 作 C-Z Af 3E RT | ET CO |. 
6. EX: 设 人 是 一 个 线性 算 子 ,对 LORO PES S898 5E S 中 的 
元 上 和 >0, 存 在 可 测 集 CC 和 gE€5, 使 得 |g(x) | 过 Ce 所 
CA 以 及 


只 | 一 


C up 、 
IGI < Ifl, [ITO 7 coda < CI. 


则 称 了 是 拟 (1,1) 型 . 
若 卫 在 S 上 是 拟 (1,1) 型 , 弱 (2,2) 型 ,证 明了 在 S$ 上 是 蜡 
(1,1) 型 . 
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第 五 章 ”奇异 积分 算 子 


Fourier 分 析 理 论 中 的 基本 算 子 之 一 是 所 谓 Hilbert 变换 , 它 

可 形式 地 写成 

Hros ee f 
(这 里 的 积分 是 指 Cauchy 主 值 意义 下 的 积分 ) 并 与 研究 函数 的 共 
Hi Fourier 级 数 有 关 . 

Hilbert 变换 的 早期 研究 者 有 Aysi 以 及 M. Riesz 等 等 ,所 用 
方法 主要 是 复方 法 . 实 方法 的 探讨 始 于 本 世纪 ?20 年代 ( 如 
Besicovitch) ,到 50 年 代 , 这 一 方法 开始 有 了 很 大 发 展 , 这 主要 是 指 
1952 年 Calderon M Zygmund 将 这 一 算 子 推广 于 Ee 上 的 研究 工 
作 , 特 别 是 它 对 于 偏 微 分 方程 理论 的 应 用 中 的 贡献 . 奇异 积分 理论 
是 当代 调和 分 析 中 最 光辉 的 一 页 . 

本 章 首先 介绍 Hilbert 变换 以 及 在 R 上 的 Calderón- 
Zygmund 奇异 积分 算 子 的 L'38 ie ,并 给 出 它们 的 乘 子 公式 ,然后 
再 在 较 一 般 的 形式 下 讨论 其 在 L* 上 的 估计 及 其 极 大 算 子 的 情形 . 
这 基本 上 给 出 了 第 一 代 奇 异 积分 理论 , 见 E. M. Stein 的 专著 ( 参 
考 文献 [4j). 关于 进一步 的 发 展 ,直至 第 三 代 奇 异 积分 理论 ,特别 
是 TQ ) 定 理 ,可 见 参考 文献 [5J. 
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W g(z) 是 定义 在 R" 上 的 可 测 函 数 , 且 对 某 个 ro € R, g OD E 
点 集 (zE 尼 : |z 一 xo1 之 ce 之 0} 上 是 可 积 的 ,车 极限 
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lim | g(xr)dz 
z= rg >e 


£O 十 
存在 , 则 称 g (zx) 在 Rr 上 按 主 值 意义 下 是 可 积 的 , 且 记 此 极限 为 
P. V. Jg coda. 
例如 n= 二 1 时 ,g (zx) 二 f(z)/(zo 一 zx), 则 按 定义 我 们 有 
P. V. f (o£ dz = tim (P e [eas a) 


-œ To Xy — x 


TR MR fe€LGOb,.8 f€ L'OD.1« poo, HA EUR PS 

个 积分 均 存 在 . 从 而 在 此 情形 下 ,上 式 的 存在 性 等 价 于 极限 

fx) 
一 一 dz 


lim (0320 (2) 
tO J eclr— EMEN Xo T T 
的 存在 .又 若 将 上 式 中 的 积分 改写 为 
| f(x) — fena, L Flr) f, dz 
lz— o UR To 7 ec lr rl E T 


ofen fastens 
则 当 f Æ zo 处 满足 Lipl: 
(f(x) — fa) | Clr — xl, 

就 知 (2) 式 中 的 极限 是 存在 的 了 . 特别 当 f(zo) 存 在 时 , 亦 有 (2) 
式 中 的 极限 存在 . 

AZ, EDEA, WKO) AX f( 在 z=xo 处 ) 的 Hilbert 变换 ， 
并 采用 记号 
JD dr. 


o+ Tn |z 一 zol>>e Xo X 


Hf(xo) = lim 二 | 


本 节 的 目的 是 要 在 较 一 般 的 条 件 下 讨论 Hf(x) 的 存在 性 及 其 性 


E 


— Hilbert 变换 很 自然 地 在 解析 函数 的 理论 中 出 现 , 如 对 fe 
L'(R) pp<co ,考察 积分 
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l[** fa 
ail dt, 


-st z 


其 中 z=rtiy ERK, y>0, SOE KERR. 注意 到 函数 


1(" J® 
Fn(z) = il t— ;— Qe N20 


在 上 半 平 面 Ri — (GL) ER: y0) LEZA Ii BE zx 
iy 位 于 上 半 平 面 : 和 Pros N->co 时 一 致 趋 于 
UO. 


2 ,t— x 


F(z) = T 


因此 ,F(z) 在 Ri 上 是 全 纯 的 . 
iR ERÉ, RAUD o TAIRIS 


ay 
F(z)= 去 oo a t yf dt 
i Too r—t 
十 xl. (x —DU y: (dt 
一 LP, * fC) + ARO 
其 中 Pr) 一 Ge EDT R^, 上 的 Poisson 核 ,而 称 


Q,(x)— IST 


为 R? 上 的 共 斩 Poisson 核 , 相 应 地 称 Q,* f GO H f E 3: gg 
Poisson 积分 . 

定理 1 UL /€ L'(R), 1L poo, RX} JLF £h ARI x € 
(—99,09), 24 z UIAF x BE, f£ 833588 Poisson 积分 存 
在 有 限 的 极限 . 

证 明 不 妨 假定 Fz) 委 0( 否 则 将 /分 为 正 部 与 负 部 ) ,并 令 
ur;y)—P,* fG2vG;.y) =Q, * f(r), 则 GClz)=explu 十 iv) 是 
解析 的 , 且 其 绝对 值 小 于 等 于 1. 当 z 一 z 时 GC(z) 有 几乎 处 处 的 非 
切 向 极限 , 且 其 极限 值 不 可 能 在 一 个 正 测 集 上 为 零 , 这 是 因为 u 是 
JEL 的 Poisson 积分 , 且 不 能 在 一 正 测 集 上 非 切 向 趋 于 一 oo0. 这 
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就 是 说 , 虚 部 v(x,y) 有 几乎 处 处 的 非 切 向 极限 .证 毕 . 

TERT ERE Poisson 积分 的 极限 值 是 什么 ,这 
一 结果 是 关于 Hilbert 变换 的 重要 性 质 之 一 . 

定理 2 SEL R), 1Kp<o, N] Hf) JLF 8b £^ f£ tk. 
其 值 几 乎 处 处 等 于 了 的 共 斩 Poisson 积分 的 极限 , 即 对 a. e. xE 
R", 有 

lim [. Gp p yf Od 一 | LD d= 0. (3) 


证 明 (3) 式 左 端 之 积分 可 写 为 


to t 
| fix — padt, p) = yg M , 
其 中 
t pu 
XT T it 25 1, 
pa) = ; 
B je] <l. 


记 YCz) 为 pa HAE 60335 y h I8] £8 T tt BEC s U 


1/dz| Q0 +z), |x] 251. 
ytz) = sup eO | = 
Jtr 


1/2, || x 1. 
因为 wwEZICR1) ,所 以 有 
dos 
lim | fG — De, Gd = f Gel, = 0; 


(注意 eG) S A ROWE. 
现在 ,给 出 Hilbert 变换 在 性 上 的 基本 过 实 . 
定理 3 b /EzZ2(CRD) , 则 

HSS) = (— i sgna) f Go. 

特别 地 ,有 1 EAI: 一 人/ 

证 明 因为 

Iœ) = E 一 i 


[PCz) + iQ, C2) ]. 
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所 以 有 P.GO —2Rel (z), Q.GO —21ml (z). 


Iíz) — | edt — | er iyd 
0 


0 


从 而 分 别 得 到 


eo 
P(x) = | ee mi Ty (2) X (dt 


boo 
Q) =— if ente (và (0) — X- 4) ldz, 


EPR, X 00m Xo E) XO SX sv O0 mfi HL 
X G) 4 X- OD =1, X OG) — X- 0) = sgnt G Æ 0). 
由 此 立即 可 知 
Pn 
Q,G) 一 (一 isgnz)e T", 
以 及 
(Qs x Ox) = (— isgna)e 7" f (x). 
根据 Plancherel 定理 ,可 以 推 知 当 y 一 0 十 时 ,Q,.* 卫 依 LI 
义 收 化 于 一 个 天 中 的 函数 , 且 此 函数 的 Fourier 变换 是 
(一 isgnz) jz), 另 一 方面 ,由 上 一 定理 又 知 当 y>0 十 时 ,有 
QP) > Hf), a.e.x ER. 
ILI CHAS) — Coi sgna 了 (zx). 证 毕 . 
推论 /€ L'URO UX} y>0, 4 
Q, * f(x) —P,* (HP), a.e. r € RI. 
证 明 只 需 指 出 上 一 等 式 两 端 上 共有 相同 的 Fourier 变换 ,而 
这 正 是 上 一 定理 的 结论 . 
注 ”从 定理 3 的 证 明 中 ,又 一 次 得 到 已 知 的 公式 


AS E 
P.) = einn 
$2 LET HOÁ 


我 们 知道 ,Fourier 变换 在 解析 数学 领域 内 是 十 分 有 用 的 工 . 
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具 , 而 其 中 的 一 个 重要 问题 就 是 要 使 其 逆 Fourier 变换 回 到 原来 
的 函数 ,这 就 牵涉 到 Fourier 积分 的 求 和 问题 . 

Wi feram, f(x) 是 它 的 Fourier 变换 ,其 道 Fourier 
变换 为 (形式 地 ) 


LÁ Hed, 
转 而 研究 其 部 分 和 算 子 
Swf Go 一 | 


并 期 望 在 N— ool] S f Gro dE — XE ER XL CIL L^) FUSCE. f(x). 
现在 , 记 6(£) — Xaov (Ê) , 以 及 


Tf) = [oco f£ ed, r EER, 
定义 BAAT T: D'URO—LOGU , 若 对 一 切 SEL R), 


Í (Eje dE, 


GES 


有 
(TA) = GO f GO. e € LOR"), 
WERT RES oO LCHF ORE». 
显然 ,TT 是 L:(R") 上 的 有 界线 性 算 子 . 
例 1 X TfGO—K* f), KE LR), W 
TINO = D Fa), fE LR). 
Hl T Æ LUROLESET. 
例 2 因为 (CHICz) 二 (一 isgnz)f(x), 所 以 Hilbert 变换 是 
71:(R”") 上 的 乘 子 ,其 符号 是 一 i sgnzx. 
注 1 类 似 地 也 可 给 出 L^ 上 乘 子 的 概念 . 
注 2 在 广义 函数 的 意义 下 ,LL(R") 乘 子 荆 可 以 写 为 Tf(x) 
=K x f(x), K NI. X m. 
定理 4 设 T 是 L(R") 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 下 列 条 件 是 等 
价 的 : ' 
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(Gi) TEÉXTT, 
GD T 与 平移 可 交换 ; 
Gi) Tox y=9x To, p,p € LR”). 
证 明 (i)=> Gi) ETFS 一 g(x) f(z), 则 对 任 一 平移 
算 子 z,hE R", 我 们 有 
TG x) — SG(x)expC— 2zix * A2 f(x) 
= exp(— 2riz * h)oCr) f (x) 
= exp(— 2miz * AXT fS) 
^N 
= (GO f£). 
GD—GiD FERN gELR), p 5€ L'OuL GO!) ,有 
(Tes dup = | Te 0 GOg GOds 


u f. (roc — Dé |g Godz 


一 [A reo cos coa oco. (4) 


Riesz 表示 定理 指出 : 存在 g € LCR”) ,使 得 
‘Tf,g) 一 (f.gi. 
将 此 应 用 于 式 (4), 即 得 


Tes oum | (| so oe ode) ocod 
一 MICE — Os(DgiGodtdx 


= IZ PCr) gr) dz. 
类 似 地 又 可 推 得 
‘px1Ty,g) = [c 4)Go)giCr)dz. 


‘Toxy,g) = (ox Ty,g). 
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从 而 导出 : 对 一 切 pg,JyE L'DC ^ R, A 
Tox y= ex Tg. 
由 此 易 知 (iii) 成 立 . 
GD=> (G) fF€ L'UP,fiG)0G€ R), ME gya) = 
f(z). 由 假定 知 , 对 一 切 pE LR), A Tex yy 二 px Ty, 因此 对 一 
H e€ LCR"), 有 
Z7 ^ A477 1N ^ AN ^ 
Co -$-àTy,. To= TY)/Y. 
AT)/$—c. HA ELOR). 事实 上 ,对 9€ L'QD H 
loğl: = IFP = ITa < Tg 
MEW E=(1ER; loD | >IT mR E >00, BART 9G 
=Xe (x), rf I el; LE. HA 
legl: > Wr EI. 
这 一 矛盾 导致 |E|=0, 即 c(z) 是 本 性 有 界 的 ， 
推论 BTE IREF, mE T. 的 符号 为 ceCz)(R 一 1,2， 
…), 若 有 

lime, Cz) — o(x), a.e.x € RR, lol. SC (H k), 
则 对 一 切 SELLR, A 

limiT, f — Tfl: = 90, 

其 中 工 是 符号 为 c(z) 的 乘 子 . 

证 明 EFR 

AN Z7 ^ ^ 
ITS — Tfli- [FTHE = loaf- ofi 
= [leo ~ o(a) l? F) bdr 


中 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 即 得 所 证 . 
注 设 T= (zj) 是 R” 上 算 子 stij = 0;0; (Ôu = 1 TE 0) G5) , 
则 工 是 对 角 化 算 子 . 对 


r= Doe € R, (ase) 是 R" 中 的 基 ， 
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则 Tz = D acie: . 
i=} 


即 Te HEIRE c AAEE ERGREEA. o, 而 得 . 
在 LO, 2n JEDE se, =exp (nt), nE Z. 对 
f= >) fn)explint), 
对 角 化 算 子 为 Tf 二 >onf GOexp (int), 其 中 {0,) 与 f 无关, 即 
(T5000 — of (n). 这 样 的 了 称 作 乘 子 算 子 ,om 就 是 了 URTA 


[e] 


zr. 
$3 Calderon-Zygmund(C-2) 奇 异 积 分 算 子 的 LEW 


我 们 如 果 把 RI 上 的 Hilbert 变换 推广 到 R 上 ,其 核 1Mz E R 
上 的 相应 改变 可 以 采取 如 下 几 种 方式 : 

G) 由 于 1/zx 可 以 写成 z/|Ixl^ xxl (n= 1). 故 对 nl. 
可 作 

KG) = ek jo 2segam 
与 之 相应 . 我 们 称 
Rf (x) = C, P. V. |. DG — ydy 

(G— 1,52. 00 ERE S W Riesz 变换 ( 族 ). 

GD 由 -于 1/z 可 以 写成 «gnz/ [x | Q(GO/ xl d QGoOJÉ 
零 次 齐 次 图 数 : 

Q(x)-— fu) A0. 

mH RQA) +A r) 70. PE X, (—1,1) fe R rh re pr ER 
面 , 则 此 后 一 等 式 又 可 写 为 
[Adr = 0. 


ni! 


从 而 ,对 >]1, 可 作 相 应 的 核 为 
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其 中 CORAN ILE RR LB ER RON 我 们 
称 核 KDA EID Calderon Zyemund E ,并 称 
Tf(x)-—P.V. RE SO fe — ydy 


J (A 8.) Calderón-Zygmund ARRI T 为 (经 典 )C-Z 算 
子 . 

Ha dina €3( 即 单位 球面 上 的 向 其), 则 根据 2Cz) 的 零 
次 齐 次 性 质 可 知 

AC = Nr), r=rr € R. 

也 就 是 说 CCz) 可 以 看 成 是 定义 在 三 上 的 函数 . 

注 2 当 Q(z)== 人 2(zx)==zxj/|zx| 时 ,T 就 是 Riesz 算 子 . 

本 节 和 集中 论述 C-Z 算 子 的 LL 理论. 当然 ,为 了 保证 C-Z 奇异 
积分 算 子 的 存在 性 以 及 其 他 有 用 的 性 质 ,我们 尚 需 要 求 QGOW E 
某 些 条 件 ,特别 是 光滑 性 条 件 . 


3.1 C-Z 奇异 积分 算 子 的 乘 子 符号 
定理 5 设 Q(zr) 是 定义 在 Rr" 上 的 函数 ,满足 
CA) QGx) — (2,40; 
(B) | QG)da! —0; 
E 
(C) Dini 条 件 : 


1 
| ep) < co, 
o £e 


HoBo(Qo-supll2G0—0C€/)0|i x ,y'€ X. 1x 一 y | 过 p), 则 对 
fEI2(R"), 积 分 


Tf(r) = P. V. L^ "ele fGr — wdy 


存在 且 属 于 LR), iT E KLEREN IAS olx) J 
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olr) =— 7 [sen - y Ny dy 


4 [nz : y! [TAO dy". 

证 明 注意 到 (x) 二 Q(z)|z| 是 不 可 积 的 ,因此 须 先 考虑 
其 截断 函数 KG. 
QGDo|xz|", e< jz! <7, 

0, 其 他 ， 
ER, Ken E LCR"), 从 而 对 任意 的 fEL2CR"), 有 Keyx ELN 
H Ka: fET2(R"). 下面 证 明 两 条 性 质 ， 

G) sup Ken) KC, C 5 e OX. 

实际 上 ,采用 球 极 坐标 ， TX 二 Rr ,y= 二 ry' ,其 中 R= 二 |xz|,r 一 
Iyl.z'€ X,y € X, RDE 


Ku) = [Ka Ye dy 


KG) = | OKEI] oo. 


= f 800lyl7e tay 
EL. yla 
JEN 
= | acl] e mer Urt dr dy 
P3 € 


MR 
=| ao] ee dE gyr, 
z 


eR t 
注意 到 函数 N 在 三 上 的 积分 值 为 零 , 可 得 
KG) = | oo Vena (dy, (5) 
其 中 
Bas) = N eT eg, 
ke 


对 于 gen O ) ,我 们 来 证 明 : FE C1. 
[Ben Y) | x Clniz' * y |7! 4- C. 
先 看 虚 部 : 我 们 有 
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RI oi ! I 
£ " 
Imgur (yD 一 一 | sme ny, 
Re t 
2xRQr ev (o. 
— — sgn(z' * »[ Smau. 
2nRer ev u 


zA ERA mE KARA, H se 一 0,7 一 十 ce 时 趋 于 
一 Sgn(z * y )x/2. 


其 次 看 实 部 : M eRSI<KIR 时 , 作 分 解 


Re(Gg a Q9) = n cos2ntr' zi — cos2mt,, 
u n " MEZ 。 Y 二 cos?mt,. 
Re 1 
一 也 十 7 
注意 到 不 等 式 
[cos2ztz' - y! — cos2nt | 


= 2|sinzz(z! - y! 4- 1) - sinzt(z! 。 y 一 1)| 
S mitja y' 4 1| mx! * y' — 1| 
S Br’, 
从 而 知 
1 
Inl se tdt = 47? (1 — (R6?) < ant, 
Re 
男 一 方面 ,对 1;, 有 
I|] x 


pr UD Cosont 


guy t 


ar| +C. 
车 (x y )R3—1 , 则 
1 (x ey ORY 
i< f waf esa c 
rey 1 


<ln ol + 2C; 


EA 


R cosu 


C = supf » dz. 


若 0< (zy)RI<1, 则 
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1 
<f d L In. 
zy t [x.y | 
类 似 的 结果 对 e! y 二 0 也 是 成 立 的 . 这 说 明 在 ERR 


时 ,得 到 


Re lger G0) x 2ln|a! * y |7! + 4x? + 2C. 
现在 再 讨论 Re 之 1 的 情形 ,此 时 作 分 解 


Ry) Ry Re 
Re Cge) = | 一 | 一 | ， 
也 可 得 |Re(geri(y DI L8. 总 之 ,在 所 有 情况 下 ,都 有 
[ReCGg. s Cy' )) | Cnlx ey |! + C. 
因此 ,gesyz(Cy ) 被 一 个 与 ,7 无关 的 且 在 上 可 积 的 函数 所 
控制 ,而 Q(x) 在 上 又 是 有 界 的 , ORA. 
Gi) 应 用 公式 
limf’ ACAD) = AG — AC0)In L 


E*0 


qox 


(其 中 有 是 一 个 具有 很 好 性 质 的 函数 ,如 hECICR),h' GO /t ER 
点 的 一 个 邻 域 上 是 有 界 的 ,而 且 积分 | A G) /ede (a 之 0) 绝 对 收 
AOF 1 一 必 ,y( 由 于 余弦 函数 是 偶 函 数 , 可 以 假定 此 值 为 正 . ) 以 
K AG) —cos2nt ,py 二 1, 我 们 有 


RI > C. v — eng 
lim| cos2n£r' * y cos2mt y 


€ 


^ t=ln] ey | 一 
Re 


t—0 
从 而 在 (5) 式 中 令 e-~0,7->co IH Lebesgue 控制 收敛 定理 ,得 到 
limK e (x)= | ao sgn ey) 
£--0 5 
peoo 
4- In|z' * y! | ajay — olx). 
现在 考察 以 人 .,(Cz) 为 核 的 卷 积 算 子 : 


T. f(x) = Ko f(r) -| Ky) f(z — y)dy. 
<y 


ez 
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对 于 ÁF€ LG. BL CO ALS P. T EREA Ros GOBISET SET. 
AAIR eo ,所 以 根据 82 中 的 推论 ,又 知 存在 D EET SET 
人 ,其 符号 为 xc(Cz) ,使 得 当 e 一 0,7 一 oo 时 ,Teyf CGOTK LA X MSCSX 
于 Tf(z). 另 一 方面 ,由 于 fEL(R"), 故 对 每 个 xz, 就 有 


mT., f(x) = | KD fG — y)dy. 
7 一 co 1y|>>e 
因此 ,在 乙 意 义 下 有 
lim( limT, f (23) = P. V. | KGofG — dy = TfG). 
e-0 que R^ 


即 得 所 证 . 
注 1 上 述 定理 中 函数 0 在 三 上 的 平均 值 为 零 这 一 条 件 是 
不 能 省 略 的 . 这 是 因为 在 估计 


QC) E | j Qu 
| MIS pdy | 1y| 委 1 t m MAS y)dy 


中 的 困难 在 于 第 一 个 积分 . 例如 假定 2 a= f AR XCHAE r= 
zo 的 一 个 邻 域 上 不 为 零 ,那么 该 积分 就 发 散 了 (在 该 邻 域 ). 
注 2 从 符号 olx) 的 表达 式 中 可 以 看 出 它 是 零 次 齐 次 函数 . 
实际 上 ,一 个 a 次 齐 次 函数 的 Fourier 变换 是 a 十 n 次 齐 次 函数 . 
注 3 定理 的 证 明 可 在 函数 2 满足 更 一 般 的 条 件 下 成 立 . 实 
ME, SKEN HARMER: 0 二 人 2, 十 Q,, 那 么 Im(gewy.;) 的 一 臻 有 
界 性 只 需 QEL). 而 为 估计 Re(geyz) ,其 证 明 就 是 要 求 


[IROD niat y dy 


的 一 臻 有 界 性 . 这 就 是 说 , 若 KK 是 奇 孙 数 且 是 (一 nn) 齐 次 的 , 即 OQ 
是 奇 函数 , 则 算 子 了 的 (2,2) 型 只 需 QEL KE. 
同时 ,我 们 看 到 , 若 K(x) 是 奇 函 数 , 则 


oz) 一 一 5 | sen Gr - yOdy 


一 一 rif Ny dy, 
Ita) 
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其 中 1(z) 表 示 满 足 ry moms. 

3.2 Riesz 变换 

EX BSET RE E.n TEH 

Rf =C, lim | TIT Gr — dy 
(7 一 1.2.1.) 
为 Riesz 变换 ( 族 ) ,并 称 
K) = QT |r|", Or) = Cirle G = 12,7.) 

Hj Riesz 核 ,其 中 C,— 0x "^" Tat 1)/2). 

PROGG) Cj 1,2, n 0E SE ERE Y ERATARA R, AR 
仅 在 三 上 的 平均 值 为 零 而 且 在 王 上 是 光滑 的 .因此 ,Riesz 变换 是 
上 一 定理 所 述 的 奇异 积分 算 子 的 一 种 特殊 情形 . 若 记 其 符号 为 
ol) WAE S 

o;z) — — mi c.| Xdy ， 
x 
EF y, y! x8 E 4618 oj(x) 的 表达 式 , 写 出 
y 一 Dy . er )ek， 
k=l 
其 中 {el,…,e,) 是 R” 中 任 一 标准 正 交 基 , 从 而 


y, = 2. eG * x). 
rms 
Bg Et (eu) 中 的 ej 二 x' (注意 ,x 固定 ), 则 得 
y, = y * xx, c Safe), 


Rj 
其 中 armer xj 对 上 式 两 端 作 + 上 的 积分 ,我 们 有 
ox) 一 一 ic | x : y 20d y' 


— 10371 Cy' * eody'. 


bx) 
注意 到 第 一 个 积分 为 
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IM Gr! * y)dy = ['costsin*-to -wd 


一 1 二 了 一 001( 单 位 球体 积 )， 


而 其 他 的 积分 值 为 零 . 因此 ,再 注意 到 0,_1 的 计算 公式 ( 见 第 一 
章 ) ,可知 Riesz 变换 的 L? 乘 子 符号 为 
o;z) — — niC x, li = irj. /= 0h22, 
类 似 于 Hilbert 变换 的 性 质 H'— —10 是 恒 等 算 子 ) ,我 们 有 
DR =I. Qn) 


EERE, ERSO = ir r| Fi 
GU) = la| FE), RS = RGSP. 
由 此 知 
— 个 ^ 
(Zro =— f G0. 
此 外 ,还 有 
Dah = MR. 
例 SECR), MA 


pe IAF 
证 明 因为 有 
2 T . Xj . Tk 2 247 
一 4T!r,r,fx)-— IEEE Ax? x |f GO, 
所 以 得 到 
of 
Orjór, | 一 RA. 
从 而 知 


S [RRAN |l 二 CTRAA < CIA IL. 
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本 例 给 出 Af = 二 gE€L(CR") 的 解 的 一 个 先 验 估计 . 
下 面 ,我 们 来 谈 谈 Riesz 变换 与 多 元 调和 函数 系 之 间 的 联系 . 
fr 8 1 中, 我们 看 到 Hilbert 变换 与 共 氏 调和 函数 的 边 值 问 题 
有 着 密切 联系 .对 于 R" 上 的 情形 ,让 我 们 首先 注意 , 单 变 其 的 解析 
函数 可 以 看 成 (至 少 在 局 部 ) 是 两 个 变 莉 的 调和 函数 的 梯度 ,从 而 
很 自然 地 去 考虑 多 元 调和 函数 的 梯度 作为 多 元 解析 函数 的 拓 广 . 
定义 WEG GO Sus GO sus GDICC (R), HREN X 
Cauchy-Riemann 7j f£ 
> =o GH= AAD, 
则 称 n ARR Ga G0 etus GS RE EARRAK RR. 
ERER -A7 EAR AA YE 198—777 EA a Ae 
n CORRETE , HAERE Ga Q0 ru GO). R ESIR K 
T£ dE CE dE Je REO Zl EA n IIA RR A C) PI FE TEE, E Ta 
uj Gr) —9h/8xjCj —1,2,* n0. 联系 到 Poisson 积分 ,下 述 定理 指 
出 ,可 通过 Riesz 变换 来 描述 共 忽 函数 系 的 特征 . 
定理 6 设 有 己 (CR) 中 的 2 十 1 个 函数 : AG GOD Sfi, 
ee, fa Cr), E ÉN Poisson 积分 各 记 为 
uol, y) = P,* f(x), uj Gr, y) = Py,x f(r) (6) 
(j= 1,2, ,7), 
RUE ZH uo Cx y) ou Gr y), trun Cr y) dé TE R" E pI HEHE PR 
数 系 的 充 要 条 件 为 
fjG)-—R;fG) G-1,25«7,). (7) 
证 明 充分 性 ”由 (7) 式 知 
f(x) 二 一 iz,|x| 7! fC). 
应 用 Fourier 变换 的 乘法 公式 可 知 


uo(T,y) = [p oee mde, 


u(x,y) = P, * fj(x) 
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一 一 | f eor, [t | 71e eT dt 


(j 王 1,2,…,n). 因 为 上 述 式 子 中 的 积分 是 快速 收敛 的 ,所 以 求 导 
时 可 在 积分 号 下 进行 . 从 而 ,经 计算 即 得 式 (6). 
必要 性 gu 


u;(x,y) = Pyx f(x) = [p heme md 
Cj —].2.-.n», 
ug(r,y) = P,x f(x) = [ ] (oe ear, 


由 (6) 式 知 


故 得 
2xit; f (e I —— 2x|t| f;G)e 7», 
从 而 知 
fj = ilt, fjG) = RfG)G = 1,2,,. 


84 C-Z 奇异 积分 算 子 的 一 般 理论 


鉴于 在 偏 微分 方程 以 及 其 他 解析 分 支 领域 中 的 许多 有 效 的 应 
用 ,奇异 积分 算 子 的 C-Z 理论 在 调和 分 析 理 论 中 占据 着 重要 的 地 
位 . 本 节 的 目的 是 要 把 这 一 理论 推广 于 一 般 的 卷 积 算 子 , 其 中 的 卷 
积 核 K(x) 满 足 与 经 典 核 QGO/x|" 相 适 应 的 推广 了 的 条 件 . 

定义 设 K(z) 定 义 在 R" 上 , 且 在 R"\{0} 处 是 局 部 可 积 的 ， 
并 满足 

CD 存在 常数 Ci ,使 得 对 于 任意 的 0 二 e 二 N ,有 

MEM <C, 


且 对 任意 固定 的 N ,极限 
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limf K(x)dx 
EN 


e 


存在 ; 
(OD 存在 常数 C;, 使 得 对 于 一 切 RD0UR 


| Ix | LK GO | de CR 

ITR 

(D. 存在 常数 C;, 使 得 对 于 一 切 yof 
ir|z2iv 


则 称 K(x) HT X Calderon-Zygmund 奇异 积分 核 , 简称 为 C-Z 
核 ,CG 二 1,2,3) 称 为 K 的 C-Z 常数 . 

下 述 结论 是 C-Z 核 最 重要 的 性 质 之 一 . 

引 理 7 设 K(z) 是 一 个 C-Z TZ HO e— N id Kerl) = 
K GO*Xu ec cv GO I Kis Got C-Z E. BE C-Z 常数 是 一 
致 有 界 的 ,与 se,N AR. 

证 明 任意 取 定 0<se<N, 且 为 简便 计 , 我 们 记 上 疡 (z) 王 
Kn(x). 条件 (1),(1) 是 显然 满足 的 ; 且 其 C-Z 常数 与 本身 相 
同 . 因此 ,只 需 证 明 (1) —-— Hólmander 条 件 , 即 估计 


po» = h dz, y x 0. (8) 


分 两 种 情况 讨论 : |y| <N, ly >N. 

G) ly| 宇 .此 时 , 当 |z| 宇 21y| 时 就 有 |z| 宇 N,|zx 一 y| 宇 
zl — Ly IN ,从 而 可 知 A GO —0— A (x 一 y),(8) 式 中 积分 为 零 . 

Gi) |y | <N. 此 时 ,可 能 发 生 三 种 情况 , 即 |x 一 y|< 之 e;e 声 
|zr— y| SN; |x— yl N. 

CA) lz 一 y| 之 NN. 此 时 , 当 |z| 之 21y| 时 有 |z| 之 |x 一 y| 一 |y| 
宇 N 一 1x1/2 或 lx| 宇 2N/3. 注意 到 h(x 一 y) 二 0, 可 得 


I- | IhCx) [dz 
2N/3x;|x iN 


ipe IK Go) |dz 


<| 
2N/3< |x|s N 
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(B) [x y | «e. 这 一 情况 与 (A) 的 证 法 相似 . 
(C) ext .c— yl SN. BORSE 2E [n | ese [n [EN sa e| 
N 等 三 种 情况 进行 讨论 
X |r| <e H. 由 (8) 式 的 限制 以 及 1x 一 y | 之 e 可 知 1y| 委 
1z1/2<e/2. 从 而 得 
[z — y| S |zx|+ [y| < 3e/2. 
我 们 有 


C 
«| 3t, 


lh 一 plays f 2 uU KO dy < 


ES | — y] 36/2 

当 |zx| 之 NN 时 .证 明 的 方法 与 当 |z|<e m" 

M eec] xe | <N BY. HE etx yl <N BE CO SR PH ER CA 
与 色 同 .因此 ,(8) 就 是 Hermander ZFM. 引 理 证 毕 . 

有 了 以 上 引 理 ,就 为 研究 截断 C-Z 核 Kn 的 Fourier 变换 的 
一 致 有 界 性 提供 了 方便 . 

引 理 8 设 玉 (z) 是 一 个 C-Z 核 , 民 。xGz) 同 上 引 理 所 述 , 则 

IK, (CD | « C, 

其 中 C 只 与 核 天 的 C-Z 常数 有 关 ， 

证 明 IREKI eN Wha =K., C). 首先 ,为 了 利用 核 
K 的 光滑 性 条 件 ,我 们 将 有 的 Fourier 变换 改写 一 下 , 即 由 


hE) 一 em [ a EM e dz, 


2xiy«£ 


nct "I 
TE ` = 1; 


可 得 
了 — d — — —2nz:€ 
(全 一 2 由， 十 MEMO hG — y)je dz 


=l +k. 
Hiit I, 根 据 上 述 引 理 , 应 用 Hörmander 条 件 即 可 . 
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为 估计 五 ,我 们 再 改写 A 
1 =Í (e ?"7f — 3)A (x)da + | hGr)dx 
ix|sz2lyl 


xjs2ivy| 
— | ien e "Rr ydr = Ji + Js — Js. 
x|s2l»i 
对 于 .六 ,我 们 有 


bs f Je 2 一 1|lACr) ldr 


«c[ uu EL IK GO Ida 
x|z2lvi 
« C |€6|C;I2y| « C. 
对 于 Js ,我 们 有 
[J| < | FOOD eiae da < C. 
rlx2iy 


对 于 ,我 们 再 改写 为 
=J=- [6 7 DA — yd 
Ix|s2lvi 


十 MEZ T ydr = J, + Js 
为 估计 Jo ESL eT = e eT Cey] E 
可 得 
ASci lz yh y) idz 
«ci... Ix | HK GO ldz < C. 
为 估计 ,六 ,注意 到 |z 一 y| 委 31y| ,我 们 有 


Mss f hG — ydr— |, 2o Ax — y)dx 
aen mu 
—Jg—J; 
显然 , JISC. 至 于 JoU*ERSEI—ylixi-—iyliyl "fü 
WI [Gc — y) ld < 3C. 
xls ix yisi] 
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上 述 证 明 中 出 现 的 CCG=1,2,3) 缘 为 核 天 的 C-Z 常数 .证 毕 . 

注 定义 C-Z 核 KK(z) 的 三 个 条 件 (1),() 和 (是 合理 的 ， 
这 是 因为 经 典 C-Z 奇异 积分 算 子 的 核 是 满足 这 些 条 件 的 ,后 文 将 
证 明 这 一 点 . 不 仅 如 此 ,还 可 证 明 这 些 条 件 是 对 于 发 展 满 意 的 理论 
所 必须 的 ,例如 : 

G) 设 核 K GO ERAS E OD EAE 1 poo. SET Tf GO 
—K.* f(x) 在 L*(R”") 上 是 关于 一 臻 有 界 的 , 则 存在 常数 C, 使 
得 对 一 切 0 二 e 二 N ,有 


| Kendz|<C. (9) 
exp 


实际 上 , 若 se>N/4, 则 结论 可 由 (了 直接 得 到 ; 若 e N /4 , Un] 
id B-—BO,NDJEA fi) — Xs GO SEITE 


IT f) — TJ) | = INEZE y) — XO) ]K.— y)dy. 


ER, EARI PHRI KRE | y | xe 或 在 Xs(zx 十 y) 二 Xs(y) 时 
为 零 . 对 |z| 委 NM/8, 就 有 
IT. /G) — Tf) | < MENO Idy <C. 
MEXA T0600 | C 4- Tf Go |. REA EKI | ie | EN /8. E. 
WE p KER FE up 
rfe «cc «c. 

GD fECOBHERE T , FRE K GO —0GO/Ixl*QGOJ&2 
次 齐 次 函数 , 则 | .0(z )dz' 一 0. 若 对 JE CP R, 4 e— on} 
7.jCz) 的 极限 几乎 处 处 存在 , 则 条 件 (I) 成 立 . 实际 上 ,此 时 (9) 式 
KH || Qadr |incN/e) 关 于 es N 是 一 致 有 界 的 ,由 此 知 


[ac )da! —0. 而 后 一 结论 只 需 注意 


T.f(x)— | [fG — y) — FK Ody 
exz|y| saN 
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4 sœ f K (y)dy 


x [yls«N 
=I, +I, fE CUR), 
这 里 ,中 的 被 积 函 数 是 绝对 可 积 的 . 

以 上 的 引 理 的 重要 之 处 在 于 ; 结论 对 算 子 核 的 任意 e N 截断 
都 是 一 致 的 . 这 就 使 得 当 Tw 二 Kin * 了 过 渡 到 极限 Tf=Kxf 
时 不 会 发 生 障 碍 . 注意 到 截断 核 K..w 是 可 积 的 ,从 而 我 们 先 引 入 
下 述 定理 . 此 一 定理 之 特点 是 : 在 证 明 中 不 直接 引用 Young 不 等 
式 , 从 而 仍 使 其 算 子 的 有 界 性 常数 与 核 的 Li! 范 数 无 关 . 

定理 9 i KELR), HAWE Hörmander Aff. 


|, IK(z = y) = Kldr «C, y#0, 
Ir|z2ly 


J£ TfG)—K * f). ET EG pL 1 puc oo RUE 5] 
1«p«oo,T 是 (p,p) 型 , 模 与 Ki 无关. 

证 明 已 知 Hermander 2& fF Zi & B-C-P 原理 的 条 件 Gi) ,从 
而 根据 第 四 章 定 理 6 可 知 , 对 LOCOR'T E88 0.10 8. 又 根据 
Marcinkiewicz 内 插 定 理 , 可 知人 是 (p ,PP) 型 ,1 二 p 达 po, 且 其 模 与 
IK I]; 263&. 

ME, S RKGOo-— KG Tf GO =K * f(zx), 则 由 对 偶 原 理 
知 , 当 1/p 十 1/g 二 1 时 ,了 在 LCR") 上 有 界 当 且 仅 当 字 在 DOO) 
上 有 和 界 , 且 其 模 相同 . HEMT ÆDE, poqo. 

另 一 方面 ,函数 尺 (zx) 仍 在 RR 上 可 积 , 且 满 足 与 Kk 相同 的 
Hórmander 条 件 . 于 是 , 同 理 可 得 了 宁 的 弱 (,1) 型 (对 LY(R")). 再 
由 Marcinkiewicz 内 插 推 理 , 我 们 有 的 (g,q) 型 ,1 二 gq 过 oo, 其 模 
与 | 民用 无 关 . 当然 也 完全 相同 .证 毕 . 

iE  Hórmander 条 件 反映 出 对 函数 玉 的 某 种 连续 性 的 要 求 ， 
易 知 当天 (z) 满 足 

Sa 
Or, 
则 K 满足 Hórmander 条 件 . 
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«Clx|"!, [z| 220,7 = 05,2. 


实际 上 E I| 21y 1290, WERA r UR x — y 的 线段 不 可 
能 通过 原点 .根据 微 积分 的 中 值 定理 ,存在 该 线段 上 一 点 ,使 得 
i£| 2 ix 1/2, 
|Kic—»-—KGoO|x ii| 33 2E (e JI'AP 
其 中 909;(j 二 1,2,…,n) 是 线段 的 方向 余弦 . 从 而 ， 


IKGc—»—KG)|« WIS (o| 


<ni t 


<S n2" C|yllzi^". 
pr 
| i22| K(x 7 K (2) |dz 


< 2 nClyl| lr] "dz 


ixri>21y| 
x c. [217 771dt = C < œ, 
I2 
现在 ,我 们 就 来 研究 C-Z 奇异 积分 算 子 : 
Tf) = [KG — y Mf Gody.. (EÈ) 
定理 10(Calderón-Zygmund). 设 天 (z) 是 一 个 C-Z 核 , 作 
Tf (zx) = | KG fond». fe cra, 
|r— y|27€0 


则 存在 常数 C,, 使 得 对 任意 的 JEC (OUO L6 08 
IT Clefs. 1-4. 
而 且 在 L 的 意义 下 存在 极限 TE 
limlT.f — Tfl, = 0, 
A EITAS AI 实际 上 ,它们 对 一 切 f € L'IOmnmt iim 
的 ,并 分 别称 了 . 与 了 为 截断 C-Z 算 子 与 C-Z 算 子 . 
证 明 对 取 定 的 0<e<N, EC (R), 
Tnf (x) = Kon * FG). 
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由 引 理 8 知 存 在 常数 C ,使 得 

Uf; < CII- 

X H 5| 3E 7 知 Kw 是 与 e,N 无 关 地 满足 Hörmander 条 件 . 因此 ， 
根据 定理 9 uf T.&f€ L'OR'O 1 poo, MHEAR C, fil 


得 


Vs f ls < C, 
但 当 N 充分 大 时 ,对 任意 ER, A Tif GO m Tof GO. 从 而 由 
Fatou 引 理 立即 得 到 
VT f£, mf. f € CL (Gn). 

实际 上 ,经 过 常规 的 极限 运算 可 知 上 式 对 于 一 般 的 fE LRE, 
是 成 立 的 ， 

现在 来 看 7T7 的 存在 性 ,为 此 分 两 步 讨论 : 

G) 对 每 个 FEC QD UTE L^ CR”) 中 的 Cauchy 列 . 

实际 上 ,对 0<7<e, 作 


TG) — TG) = | KOS — y)dy 


ge yis 
- | KODLE — y) — fGa)dy 
yw voe 
十 fa Kody = Ji + Js. 
Py RE 
注意 到 " If Gr —3)— fG) l^dzsel yl^. 
由 广义 Minkowski 不 等 式 即 得 
Mil <C iy IKGDIdy < CC. 
对 ,1,, 根 据 C-Z RII AR CE CD ,极限 
lim KG)dy 
2-0 À ge iyicl 
存在 ,因此 有 


lim 


e—0 
770 


| Kdy] = 9, 
qe do vlc 
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从 而 可 徊 
Mas |f Kod» Ml, m oco. memo. 


即 得 所 证 . 
GD 由 人知 ,对 SECU (QU ,存在 Tf, 使 得 
lim[T.f — Tfl, = 0, 
EUR ITALSCIS I 为 了 证 明 对 一 切 £€ L?(R") 这 些 结 论 也 成 立 ， 
RDO SEL ROH 
f) =g) +h), g€ CC QP), ihl, <8, 
其 中 9> 0 为 预先 给 定 可 任意 地 小 的 数 . 从 而 有 
ITA — TALS TC. ~ gl + lg — Tegl 
T IT. — a, 
< 2C +o), 6,9 0. 
iC ULU] CD.) E LCR) PA Cauchy 列 . 显然 ,对 SEL’ R), RH 
lim|T.£ — Tfl, = 0, ITAS CM 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 将 上 述 理论 应 用 于 (经 典 ) 奇 异 积 分 算 
子 . 为 此 ,就 是 要 阐明 Q(x)/|x1" 满足 C-Z 核 的 条 件 (1), (I) 和 
OD. 注意 到 Q 的 双 零 条 件 ,(1) 是 显然 成 立 的 . 下面 看 (1) 和 (HH): 
(OD 因为 


| Iz LK Go dz =| xL Qx) | [xz] "dz 
IESE: Jr cR 


R 
一 | FOIT DE (| r'r" idr 
pA 0 j 


< Rl] wR 委 CR. 
FTA CDE. 
D Z8 T uEBI CID RA , WEN, 
引 理 11 ER 中 点 xz,y WEll >2]yl W 


dz 


i3 IE ?| | 
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证 明 不 妨 假定 点 xíysr— y 如 图 3 所 示 . 我 们 有 p=r/2> 
2 ,28 ' 十 0 二 x,OP' 一 1, 而 且 


图 3 
Q'P' sind ?| 
OP'  sing'' sing = Ix | 
从 而 得 
QP- 1 ləl 
sing’ |z| 
然而 , 另 一 方面 又 有 
sant 0 8  [1-ccos6|"? 
sing’ — sin 3 = cos 2 = | 7 | 
-1+ i — yel)? | |z| 十 acp 
2 | 2|z| 
由 此 知 (sinp 0 7! «C2. 注意 到 
Q'P' = XX T | 
可 一 ?| Jeli?’ 


引 理 得 证 . 
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现在 来 证 明 ( 开 成 立 . 作 分 解 
K(x — y) — K(z) 


E | 2 — y) £x) | | Co) N) 
Ix— yl" |z — y|” [x — y|” {zf 
= Ji + dJ} 
对 于 J,, 只 需 注意 
| aldzs lol Cha yi7 = adz 
lzļ>2ļyi 1 zt 214 y] 
«C, 
EPCS yA. 
对 于 J, 注意 到 点 xr— y 5 rE EBE ENEA W E 
Ty X pA 
[23 al<] Cel > ziy. 


MMAR 32 — QXGO eX yl /IxD. 因此， 
| dz = Í 4G - y) — Ka) | jz — yide 
lzl>2lyl lz]>2ļ|x 
<f NIMMT [12 de< zf eClyl/l Diz 
lz|>2ly] 1x12] yl 


|z — y Ix |" 


PES 


r 


上 式 最 后 一 ARI RCE RAS CHR Dini KIEO). 这 就 证 明了 条 
(t ODE xL. 


d E re «(ap 


$5 RA C-Z 奇异 积分 算 子 们 "的 有 界 性 


设 K(z) 是 一 个 C-Z 算 子 的 核 , 令 
T'fG) = Sup [Kew x fix, 
并 称 7 为 极 大 C-Z 奇异 积分 算 子 . 估 计 了 "的 有 界 性 有 着 重要 意 
义 , 这 正 是 本 节 的 任务 .为 此 ,再 给 出 一 个 附加 条 件 : 
QD 对 于 满足 
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[zi — xls |z — zls |£ — xs] S R/2, 
[zi — yl, lz: — yl, lx — y| ÈR, R>0 
的 点 Ziyz2yZ3 以 及 yA 


ES 一 x2 | 
| xs — yl" 


5|38 12(Cotlar) 设 K(z) 是 CZ s mi ELE E A P CONO D 

对 0<7<1, 有 
TOf) s CUMCTf|0 G0)" + MfG), f € CC (GP), 

EF CSCI f ERTI WEIR. 

证 明 对 十 具有 紧 支 集 的 函数 f 来 说 ,不 必 顾 虑 Tw 作 N> 
oo 时 的 情形 ,因此 只 需 研究 截断 TA 对 于 给 定 的 具有 紧 支 集 的 浮 
数 了 与 g, 易 知 存在 趋 于 零 的 正 数 列 {fe}》 ,使 得 

lim7 f Cw) —Tf(w), limT, g Cw) = Tg(w) (10) 

对 几乎 处 处 的 w € R" 存在 . 

现在 固定 x60, go — FODXsco OD ,并 记 


|K Gri y) KG; »)| x C, 


TG) =| [KG — y) — KGo — ) f GOdy 


Ix y|ze 


十 (| as K Go — y)f (y)dy 


-[ Kw W/Wdy 


十 | klw— y fCypdy — lo Lr dH, 
其 中 选取 wE BC e/4)»ifi Efi C100 XJ S. 
显然 ,由 (10) 知 
limZ; = Tf(w). 
对 了 ,由 十 在 & 充分 小 时 有 Bwe) C BG e) CS 
fF GOD Xiao CY — f ODXie aao OD Xece Q2. 
Ati 1 可 写 为 
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太一 一 f _ Kw — gody, 
注意 到 (10) 式 ,可知 
lim, —— TOXnsoo)Q). 
lim 
AX LS e; 无 关 , 所 以 可 令 /一 co 而 得 到 
T.fGa)— | [KG — y) — KGo — y] fody 


x—y|ot 


— T(FXsa 920) + Tf Go) 
IE EA 
对 于 万, 应 用 核 的 条 件 CN ) ,可 得 
iiec ED | f(y) ldy 


i-e |£ — yl"! 
x Ca x |fDGo, 
其 中 wpCz) 是 向 径 且 递 降 的 可 积 函 数 


1 
pr) — (1 十 [xp 


&(z) 是 其 展 缩 函数 . HEH |I. SCM), HA 
IT. f Ge | €: CMf GO + IT CÉXsc o0 900 | + IT £09) |, 
a.e. w € B(x,e/4). 
3E T BUE LTU GO 120 T t A0. E TLF GO |27A.3E 
id d 
= {w € Bi |Tf(w)| > 4/3), 
= {w € Bi VT GXse o0 020 | > A/3), 
" , CMfG) < A/8, 
CM f Go) > A/3, 
BHSSHIBI-IEUE;UES. Filifáit (El. LEUR LE. 
首先 ,有 
EMIT <Í, TfGo)|'dw, 0«7« 1. 
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其 次 ,求助 于 Konworopos 不 等 式 , 以 及 算 子 T. 的 弱 (1,1) 型 ， 
我 们 有 


À 9 
($ ties [LIT D dw 


cnl. IT. CP) Co) rd 


£70 


lim (C | £;|! "UT. S Xese) T1!) 


-0 


< CJE: fod’, 
其 中 [sg], 表 示 函 数 g 的 弱 LI. h |E KARTES 
A|E,| «c| Ify) ldy. 
B(xr,e) 
至 于 已 ,或 者 等 于 及 ,此 时 有 3CMFCz)/> 1; 或 者 是 空 集 . 无 
论 出 现 哪 种 情形 均 有 
| E, | < 3C|BIMfC. 
综合 上 述 结果 ,我 们 有 
IB] «ca [ Ife [dw + CA^! | AO ldy 
+ 3CIBIMF (x) 
ACIBIMEGO 
EEREN A/| BUS , X48 


a< ca 让 „TD do + C nf IFO 1dy 


十 3CMf (x) 
xz CIA IMOTI Da) + MfG). 
引用 结果 : 从 不 等 式 0 二 A 和 C1A ?十 Cz 可 推 得 
à «i max((2C,),2C,) < (2C1) + 2C,, 
则 可 知 
A C CLMCITF£1IDO GO" + MfG). 

4 |T Sx) | BARE. 

142 


定理 13 设 天 (z) 如 上 引 理 所 述 , 则 
IT A S cuf 1<p <. 

证 明 对 于 SECUR), h Ea BEES M 的 强 (p,p) 
型 立即 得 知 结论 成 立 . 对 于 SELIR, RSO CC (CR"), 使 得 
[fi— fll, 708—995. BRIT" f(x)—T* fFiGO SKT (fi— £0 GO 
可 知 {T* fi GO MK L^ 意义 收敛 , 即 为 7* f(z). 证 上 毕 . 

定理 14 设 K(x) 如 上 定理 所 述 , 则 

|x € R: T" fG)2 AJ ECV A2 0. 

证 明 根据 引 理 12, 只 需 指出 对 € CL (D ,有 

|(z € R: MOUTfAID Cr) >A] C/AF, A2 0. 
W G= {|r| ri: MOTION) ,我 们 有 


[AESTATE 
G, 
«Ci r 
«C lim| IT f hd 
6 一 0 Cr 


C C - 
< 5 GPT SIS G GPR. 


(这 里 用 到 Konworopos REA [ge ho g AI LR. ) 由 此 即 得 
IG. | CA^! fli, HE ”一 ce 即 得 所 证 . 

推论 15 设 天 (z) 为 定理 14 所 述 , 则 对 每 个 SE LR), 1 <p 
«oo ,极限 

limT.f Gc» 

存在 , 记 为 P. V. K * f G0 Jf 5; Tf GORBIR. 

证 明 根据 Lebesgue 微分 定理 的 类 似 证 法 即 可 导出 结论 . 注 
意 ,对 SECO (RD) ,其 极限 与 Tf(zx) 相 同 . 


3 Hm 


l. WR f € L'IGO xf EL ROME 
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MISES — 0, 


证 明 Hf € LCR). (Hf 3& f &5 Hilbert 变换 ) 


提示 : 由 题 设 可 知 SER, HEE H X L'URO EEG PEG. 
2. W K(x) E R LEIK) xiC/Ixl x0. 4 


Hórmander 条 件 ,Q 是 方 体 ,FE Li (OR"). 证明 


[1] 


[3] 


[4] 


G) foal K=) IFO IdyCMf a), TEQ; 


Gi) frah Kem» a- y)| LAG) ldydz 
<C|QI Mfo), yo € Q. 
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第 六 章 ”加 权 模 不 等 式 与 A, 权 理 论 


在 前 面 各 章 关 于 算 子 在 L^ 空间 上 有 界 性 估计 的 论述 中 ,主要 
是 针对 Lebesgue 测度 而 言 的 . 从 而 ,提出 研究 一 般 测 度 即 算 子 从 
LD ROR CR",v) 的 情形 是 很 自然 的 . 这 一 课题 我 们 并 非 完全 
陌生 ,例如 在 第 四 章 $ 1 中 曾 证 明 过 : 


| IMfGO | odr L cL. FG ^MeaDdz, 1< p<. 


如 果 记 dix) — MeGoOdz dy Gr) 7 eG dx , A A C 3, 33x 77 Wi I] 
一 个 特例 ,并 称 为 加 权 模 不 等 式 ,p(x),Mqp(z) 称 为 权 了 区 数 . 实际 
上 ,这 一 形式 并 不 特殊 ,从 后 文中 即将 看 到 ,我 们 感 兴趣 的 正 是 这 
类 加 权 模 不 等 式 ， 


MINAS vlde « Co fo l^uCz)dz. a» 


从 历史 上 讲 ,1955 年 E. M. Stein 在 他 的 博士 论文 中 指出 ,对 
于 了 是 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M 的 情形 ,在 ”一 1,x(Cz) 一 
vG) -w(G)- |x|' fi B1 «co, -1/p-a«c1—1/pW OX 
Wü xr. GX3&25 SR up FH IE 26 CORPO 83 tt S3 A [81 9 19604F. 
Helson 和 Szeg6 还 讨论 过 算 子 人 是 Hilbert 变换 的 情形 ,但 仅 解 
Ut p —218] BS TRETÉ Gw (2 — eh? * hh b € L”, lezle x72.) 

这 一 方向 上 的 关键 性 研究 是 B. Muckenhopt 在 1972 年 作出 
的 ,他 在 讨论 H-L 极 大 算 子 时 开创 了 所 谓 A, BUB ie. 继 之 ， 
Coifman 和 C. Fefferman 又 系统 地 探讨 了 奇异 积分 算 子 的 加 权 情 
X. HRT, A, 权 理 论 已 有 了 相当 完善 的 发 展 ( 指 w(x) 二 v(x)= 
w(xz) 的 情形 ) ,而 且 在 许多 解析 学 领域 中 找到 了 应 用 ,如 复 变 函数 
论 , 偏 微分 方程 论 等 . ) 本 章 将 以 4, 权 理 论 为 核心 介绍 有 关 的 基 
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本 内 容 . 

现在 ,我 们 来 举例 说 明 , 为 什么 要 着 重 考察 一 般 测 度 是 由 权 函 
数 构成 之 特殊 情形 的 原因 . 

对 于 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M, 假 定 存 在 常数 C= 
CCp 10 ,使 得 对 于 某 个 ?Sp JEL R, w), H 


Ur E R: Mf) > A) IN LFGO dgio | A> 0, 


(x 是非 负 Borel 测度 ,在 有 办 可 测 汪 上 其 测度 有 限 ) 则 关于 
Lebesgue 测度 dz 是 绝对 连续 的 , 即 存 在 非 负 局 部 可 积 吧 数 
zi Go) ,使 得 dpy(x)==w(zx)dxz. 

KRE. EERE 中 的 可 测 集 有 旦 |E|=0, 不 妨 假定 EE 是 紧 
集 . 对 给 定 e 汪 0, 存 在 开 集 G: GDE B. y(G\E)<e. 作 函数 fx) 
- Xo Go) M JEL’ CR, w) mH 

Ilao = ANE < €. 

另 一 方面 ,对 于 zE 无 ,可 作 方 体 Q: rE QCG, 使 得 


INO N al 
igi lod - 1 


由 此 知 BOE Uax € R"; Mfix) z 1/2) 
< PCI Ce | 
根据 e 的 任意 性 ,可 得 y(E)=0. 


$1. H-L 极 大 算 子 双 权 弱 (p,p) 型 的 充 要 条 件 ， ALEX 


E ulr) ula) FE R*Y 上 的 非 负 可 测 函 数 ,在 联系 到 算 子 加 权 模 
不 等 式 时 称 它们 为 权 函 数 . 首先 从 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 开 
台 , 研 究 它 在 加 权 x(Cz),o(z) 的 估计 中 权 函 数 应 有 的 性 质 ， 
为 方便 计 , 记 a(E)—| ua Godae (E) - | o God oo 0—0, 
co 一 0 以 及 0 oo. 
146 


问题 AE p: l-p«oo.SOR URBC u GO v GO ,使 得 
v(iz € P; MFO) o AD 二 NISI (2) 


对 一 切 A0 以 及 JE L'Gnu God EB XL. 

议论 显然 一 个 平凡 的 情形 是 u(x) 与 v(z) 有 界 , 这 是 因为 
当 w(zx) 二 v(xz) 三 1 时 ,已 知 (2) 式 成 立 . 如 果 再 稍 加 分 析 , 并 注意 到 
Mf GER f(z) 在 方 体 上 的 平均 值 ,那么 易 知 只 需 对 权 函 数 在 各 
个 方 体 Q 上 作 某 种 控制 即 可 ,这 正 是 我 们 的 出 发 点 . 为 方便 计 , 不 
妨 设 (2) 式 中 的 f(z) 宇 0, 我 们 有 

引 理 1 车 (2) 成 立 , 则 对 任 一 正方 体 Q@, 有 


Co) 各 CQ) < c| fc» * uCx)dx. . (3) 


WEB] 不 妨 取 @ ,使 得 foo 0, XI 
fa MOX Go, x € Q. 
由 此 知 对 每 个 满足 fo A 8$ A08 
QC (x € R: MFX a) > Aj. 
从 而 根据 (2) 可 得 


v(Q) x Gf i uade. 


而 令 A— fa 即 得 (3). 
推论 。 若 (2) 成 立 , 且 五 是 方 体 Q@ 内 的 可 测 集 , 则 有 


[ris f reote] ve < C| f uade, (4) 


p 
Bn v(Q) < CulE). (5) 


证 明 在 (3) 中 以 fxe 代替 f, 即 得 (4). 在 (4) 中 令 (x) 二 
1, 可 得 (5). WE. 
注 1 由 (5) 可 知 ,除非 v(x)= 二 0,a.e.xXER", 否 则 必 有 w(x) 
>0,a.e. TER”. 
注 2 由 (5) 可 知 ,除非 w(x)= 十 co,a,e. XER" ,否则 wv(z) 总 
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是 局 部 可 积 
定理 2 p==1 时 ,(2) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 
Al: Mvu(l(x) SC ulr), a.e.x € R C6) 
WEB] 必要 性 首先 ,将 (5) 式 写 为 
e pedo x "IRE (5) 


其 次 ,固定 Q@, 并 令 ( 不 妨 设 (x)<o0,a.e.r€ER") 
a > essinf {u(x)), E, = (x € Qi: u(x) <a}, 
rE 
显然 有 | 天 .| 盖 0. 在 (5 7) 中 取 E= E, , 则 得 


v(QQ) 
IQ] 


过 Cea. 

这 就 是 说 ,我 们 有 
rni v(r)dr <C essinf(u(z)) SC *u(x), a.e.r € Q. 
(Ql xzEQ 


(7) 
(7) 式 是 对 任 一 方 体 Q 均 成 立 的 ,从 而 (6) 式 为 真 . 这 是 因为 车 有 x 
ER", 使 得 
Molz) > Cu(l(x), 
则 必 存 在 方 体 Q: 2€ Q, 使 得 
igi tnde c eulx). 
不 妨 假 定 此 方 体 Q TTE A A PE GLA IE ER COO AL R RER": 
Mv G22»Cu GO BE Fu] s I E rn uos SR EIS. 
ORJA. 
充分 性 引用 第 四 章 $ 1 中 的 不 等 式 (3), 立 即 可 得 


vdr € R; MfG) > ÀD& Hn F * Moczjdz 


< Ef A uade. 
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注 (6) 与 (7) 是 等 价 的 . 我们 称 满足 (6) 或 (7) 中 的 (u,v) 为 
Ai 权 (函数 组 ), 记 为 (4,v)€ 41, 其 中 常数 C 之 最 小 者 称 为 AA 
常数 . 

定理 3 设 1<z<co, 则 (2) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 :不 等 
式 

Ap: Fei [ren] (gaj eo m , <C (8) 
对 一 切 方 体 Q 均 成 立 . 

证 明 必要 性 ”假定 (2)? 成 立 , 从 而 (4) 成 立 . ON T SOR UR 
的 必要 条 件 , 自然 期 望 消去 (4) 式 中 的 f, 也 就 是 令 

fex) = f'eru) WM fe) = ua) T, 
为 了 保证 可 积 性 ,对 于 方 体 Q, 作 点 集 
= {x E Q: ulz) >k) (k—1,2,7)2, 
在 每 个 E, 上 ,f(z) 都 是 可 积 的 . 于 是 (4) 可 写 为 


[sf comes] n x iab. u(r) Fida. 


由 此 知 hs [reel rne -7t ) de) «c. 


因为 ECEC CEC, HA 


十 co 
SIE, = (x € Qr u(2) > 9). 
所 以 令 & 一 十 ce 即 得 (8). 
充分 性 ”首先 ,由 (8) 可 推 (3) ,这 是 因为 
fo= ra fGouCGz)*u(G)" idz 
1 Bl 


Hai [7782] ? ， 


l f p 
x | 可 |。 f Gru Goda | 
所 以 有 
Co v (Qo [P oov Godz . igi cota 
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p—1 


x Lan conne 


«c[ f Gu Gr)dz. 
Q 
其 次 ,对 于 SEL R uda) RIIA 
lim fale) = fu. filr) = fx) Xaco GO. 


因此 ,只 需 对 具有 紧 支 集 的 可 积 函 数 上 ,证 明 (2) 即 可 . 引用 以 前 多 
次 提 到 的 短 盖 技术 ,对 此 了 以 及 2 之 0, 必 可 取 到 方 体 列 (Q,) ,使 得 
Eur) = (x € R; Mf) 2A C UQ, 


à; | 
从 而 有 
v(Ey(2)) < >) 


Tile fGOdxrz > 27"4, 2 Xo Gc) «0, xr ER. 


s ， 
« 3c ta]. Sæde) n Gru Go) da 
< Sf f! G)uuGo)da 

C p 
«5| f GouCx)dz. 

A Je 


注 1 我 们 称 满足 (8) 式 的 (u,v) 为 A, 权 ( 函 数组 ), 记 为 
Qi v) E44, 其 中 常数 C 之 最 小 者 称 为 4, 权 常 数 . 

注 2 4, 权 可 视 为 4, 当 p 一 1 时 的 极限 情形 . 事实 上 ,(7) 式 
可 写成 


heil v(r)dx *ess sup(u(x) !) 1x C. 
IQI Q EQ 


注意 到 
n G p-1 
| 高 je idz] = jju r a, eTo 


可 知 当 p>1 时 上 式 右 端 趋 于 
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ll rm = ess supiu Cz) ^). 
x€Q 


顺便 指出 ,条 件 A, 蕴含 与 a- 产 [是 局 部 可 积 的 ;条 件 AST 
A v 是 局 部 可 积 的 ,而 x-! 是 局 部 有 界 的 . | 

推论 uv) € A, ll XT pq oo, HT. M ER gA. 
即 存在 常数 C ;使 得 对 每 个 /EL'(R sulod), H 


| IMf Go) 'vGOdx < c| Lf GO ulda. 
R” L4 


WEBA 根据 上 述 定理 的 结论 ,并 注意 应 用 Marcinkiewicz 内 
插 理 论 ,我 们 只 需 指 出 MEM LR ,udaz) 8] L^ (Rodz) 上 的 有 
界 算 子 即 可 . 
注意 到 
|MS llir rean = supta: vC(c € R: Mfc) > a}) 0). 
可 得 


IM flr ue o S IMF e ao S Mf lm anao 
< ll. F llenan uda. 

实际 上 ,由 v GE 0n] EL | E | 770, Au if 8 — P A SEULS. 而 最 
后 一 个 不 等 式 是 因为 | 天 | 盖 0 殖 含 4 (E70. 

定理 4 CA, 权 的 初等 性 质 ) 

G) IX p«q«oo, ATATA. 

GD IKL, 0e 1, X; v) € A, Dl] Qu v0 € Aguas 

Gii 1 p«oo, Cuv) € A, 当 且 仅 当 

(十 P € Ap, P= EY 

证 明 (D 因为 (9 一 DC 一 ->1, 所 以 根据 Holder 不 等 式 

可 得 


d -dr 
(qarje maz] 
-1 
< Fail u(x) Fdz] «ess sup(u(x) !J. 
IQ Q TEQ 
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(i) id r—tp--1—e, Bl] -—1—6eC(p— D. 从 而 可 由 Holder 不 
等 式 导 出 


Hai reae] EN Jdr | 


€ B -2 Ee(p—1) 
f paz] i atc P idz} 


r—l 


即 得 所 证 . 

Gi) 由 于 A, 权 条 件 

ran] reda] ilc 5 dz | <C 
可 写成 
trail, TX [ola 73] 7. zT «cra, 

故 结论 成 立 . 

注 前 述 推论 中 的 结论 不 能 改 为 M 是 (p,p) 型 . 现 举 反例 如 
T: 4 jz 一 1] 时, 可取 v" 一 w=13; 当 上 >1 时 , 取 非 负 可 积 函 数 g(Czr)， 


使 Mg C L, H.f&i g 有 界 而 保证 Mg (zx) 几乎 处 处 有 限 . 从 而 可 知 
(Mg,g)E AICAy. 由 此 得 


lg r=, Mg) F3) = (t^ (Mg)' ) € Ap 
现在 令 v 一 (CUVg) ^u g^, Qv) € hb. 但 是 不 等 式 
[p MI V vox < C| IS [udar 
并 不 成 立 . 这 是 因为 
I. MfG) |'v(a)dz = [ Meda — oo, 


| |J Cx) l'uGodx = | g(r)dr < oc, 
P " 


这 说 明 (w,v)E A, TE M 为 双 权 (p,p) 型 的 充分 条 件 , 而 只 
个 必要 条 件 . 
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$2 反 Holder 不 等 式 与 H-L 极 大 算 子 
单 权 模 的 强 (p,p) 型 


双 权 (x,v) 的 一 个 特殊 情形 是 二 v=w, 而 且 称 为 单 权 .此 
时 ,定理 2 和 3 可 综合 地 写 为 ; 

定理 5 设 w(z) 是 Re 上 的 权 函 数 ,1 志 pp 达 吕 , 则 下 列 笨 件 等 
hr. 

G) M 关于 w 是 弱 (p,p) 型 ; 


wz € R MfG) AD < GS IS hood, 
(ii) 存在 常数 C ,使 得 对 于 任意 的 FG0Z00L RES QUE 
C wQ) C: [f Go Goda. 
GID (ww) E AC iu JJ wE Ap): 
Hai | menda] Hai eene <C, 1< p<. 


Mwlr) S Cwl), a.e.r € R, p]. 

A, 单 权 理论 的 研究 比较 充分 ,特别 是 它 所 具有 的 反 Holder 
不 等 式 性 质 , 致 使 我 们 获得 了 M 关于 w 的 强 (p,p) 型 与 wE A， 
(<zp<co) 的 等 价 性 .为 了 阐明 这 一 结论 ,我 们 再 来 介绍 A, 单 权 
的 一 些 初等 于 实 . 

引 理 6 设 wE4, 则 对 任 一 方 体 Q EAE >A 

wGQ) x Cw). 
证 明 在 定理 5 的 (让 ) 中 取 SCQ,f(z) 一 Xs(zx)，, 则 得 


p 
us wQ) LCE wt). (9) 


进一步 X IQ (XS Q,Q 代替 S, X TER 
to (IQ) xz CU? wQ), 
即 得 所 证 . 
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$ 上 一 引 理 说 明 : 车 wE 4,, 则 dy 二 wdz 是 一 个 倍 测度 . 

此 外 ,显然 有 
MfG) < C+ {M,F IO). 

我 们 曾经 指出 ,对 于 倍 测度 w, M, 关于 py 是 弱 (1,1) 型 的 .根据 这 
-事实 ,由 定理 5 中 之 (ii) 可 立即 推出 GD. 下 一 结论 更 加 明晰 地 显 
示 出 测度 w(z)dz 与 Lebesgue 测度 的 关系 . 

引 理 7 设 wE Ah,, 则 对 a: 0 二 a 过 1, 必 存在 0 B—1. 
当 方 体 Q 中 子 集 E 满足 

|E| SaR] 
时 ,有 
w(E) < fw(Q). 
证 明 在 (9) 式 中 令 S-QNE, WI: 


P4 
(1 — a wQ) x | 1 | w(Q) x CGo(Q) — w(E)). 


.. 1El 
iQ 
从 而 有 (注意 CE1) 
wE) CHC — 0 — a) w(Q). 
因此 , 令 =C [C Q —0) JENI ril. 
定理 8( 反 Holder 不 等 式 ) wE A, ME e20, fii 3E 
-FERA 


-. 
Ii 


Fai f menn] < Tle d 
证 明 对 于 任意 固定 的 方 体 Q, 记 
Àj = wg = iei menda 


并 取 数 列 AA AH 对 每 个 AVEIETE w ER ER CZ 
4 BC ,得 互 不 相交 方 体 列 {Qi;) ,并 根据 第 四 章 $ 1 中 的 推论 可 知 


A 
(Qu: n Qual «2 LE , Qi 一 U Qs 


id 2", Ary 一 ay 办 一 (2"a71)*A,,0«a«]1 , 即 得 
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IQ; N Q1 Salul. 
从 而 由 引 理 7 可 知 , 存 在 0 过 8 过 1 ,使 得 
rw (Qa Nn Rra) < Bw (Qi.). 
对 指标 i 求 和 ,又 得 
w Ra) «i Lwa), w) x Pw). 
HRA Riri [e| R| AR Rl Sa |2]. 由 此 知 


|N a| = limia] = o. 
k=0 oo 
因此 ,我 们 有 
poo 
lae — 14-6 1+e 
[oco dz = NETS dz 十 2j wr) *tda 


GNI 
十 co 


E Aye (NOU) 十 BAL nw CINQ) 
k=0 


Too 


< X (w QNO) + SI Qnae (A) ) 
k=0 


十 co 
< A w(QNOQ H Gray > G"a7 0*8] G9 }. 
MER e TREATS. f 48 (27a 0*1, iJ Ex P2633 SCRCLURT 2S 
有 限 值 . 我 们 有 
fwar "dz < CELER) + w(2)] 
= Cog) w(Q) 
J = A wodr 
= ci rj ncn] | «ilu yd Viel. 
即 得 所 证 . 
注 1 对 于 双 权 (u,v) EA, 相应 的 反 Holder 不 等 式 并 不 成 
X. 
注 2 从 wE4。 具 有 反 Halder 不 等 式 性 质 的 证 明 中 可 以 看 
出 ,其 关键 一 步 是 ; 测度 wdz 关于 测度 dz 是 可 以 比较 的 ( 即 


引 理 7). 
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注 3 wii Holder 不 等 式 也 记 为 wE RH ye 
推论 设 zwE41<p<co, 则 存在 指标 9: 1-q p. ETE w 
€ 4， 即 
A, = (JA. 
qp 
证 明 首先 ,由 weEa4, HM wr € Ay, 其 次 ,应 用 反 
每 个 


Holder 不 等 式 于 权 函 数 w r ,可 知 存在 620. C 2 0, EROR 
方 体 Q@ 有 


hail "UM x ieil wlx) idz. 

IQlJe IQiJo 

B XAO--60/(i —D»1/O —D.BrEATESEq:1qp. f (8 
(-F)/Cp—12-1/Cq— 1). 从 而 得 


Her] cona] Far en d] 
"m 


一 Har] enda] aif eco Ian] 


cen nnne] [dg en tia] es 


定理 9 设 zw(z) 是 尺 上 的 一 个 权 函 数 , 则 下 述 两 个 结论 是 
AE UTER CO po): 

G) w€A,; 

GD MÆLD R, w) LER: 


q-—1 


| MI YwGodz « cl. |f Go) eG) da. 


WEB] 只 需 说 明 (iD== GD. Hl w€ A, 可 知 存在 4: 1a p. 
[i (3 w € A. 从 而 MRF w Ea oR, i M E L^ Cw EE 
界 是 显然 的 .因此 ,根据 Marcinkiewicz 内 插 定 理 即 得 所 证 . 
注 1 证 明 G) 一 ~ G0) 也 可 不 用 反 Holder FER. (参阅 R. 
Fefferman 发 表 于 Proc. Amer. Math. Soc. 上 的 文章 ,1983 年 . ) 
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注 2 对 于 wE4,,1<zp 委 co 来 说 ,H-L 极 大 算 子 M 关于 zw 
的 强 (p,p) 型 与 弱 (p , p) OL RE Ar 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 介绍 4- 权 的 概念 . 首先 ,将 引 理 7 
的 结果 再 改进 如 下 : 

定理 10 d w€ A,.1xL poo Wl TEE 872094 C0, (48 
对 每 个 方 体 Q 中 的 任 一 可 测 子 集 E, A 


wOE) E|}? 
wa «c rn a0) 
证 明 由 条 件 知 wERHi;。, 从 而 有 
ux 
w(E)= | wG)dz x (| wer) tda | : | 五 | 
E E 
1 ih lo, qt 
一 Hai iecore] IQ ED 
i w(G)dz « (QI EJ (Coe I. 


取 6==e/ (1 十 e) 即 得 所 证 . 

(10) 式 称 为 4 条 件 , 记 为 w€ A... 

定理 11 设 wE4., 则 存在 指标 p 满足 : 1- poo. EQ 
wE A,. 

证 明 G) 由 条 件 知 wdx 关于 dz 是 可 以 比较 的 , 即 对 每 个 方 
Wk QUEIE-- nn 8S ELA wOD/sOQQ 8 可 推出 | 天 IIQI> 
a. 现在 我 们 来 证 明 dz 关于 wde 也 是 可 比较 的 , 即 存在 0a! ,PB 
«0,088 


w(Q) Q| 


cg. 
实际 上 , 当 


wE) .1— fg 
wQ)^ 3 -«1-£ 


时 ,就 有 wOQNED /w OQ 2 B. 因此， 
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IDEI a gp Eleja 
Q oe M gs! . 


Gi) f dz —w ^ wdx.duCx) -—wdz,Wll 3818 wde 是 关于 
dy 可 比较 的 . 从 而 根据 定理 8 后 面 的 注 ,可 知 wo T de HAR 
Hólder 不 等 式 性 质 , 即 有 


l 


d. -1 14€ le 1 2 
roS (2) wGdz | «Cole Gr)w God. 
由 此 知 
2 
l f e a QI 
(zake Cdz| «C (QY 


现在 令 p: e=1/(p—1), uf 
p—1 


w(Q)w(Q) Us Leonis] ^ «CIQI, 
[f cons] [fwa Tada) ! < CIQ. 
即 得 所 证 . 
推论 (4. 与 4, 权 的 关系 ) 
A. = U Ap 


xk Pp p«oo.—n/p«acn/ p! ix |" € A,. 
83. As( 单 ) 权 的 结构 与 A, 双 权 简介 


3.1 A, 权 的 结构 


至 今 ,虽然 我 们 已 经 知道 了 A, 权 的 许多 性 质 ,但 还 不 清楚 它 
们 究竟 是 由 一 些 什 么 样 的 函数 构成 的 ,让 我 们 先 分 析 几 个 例子 . 
例 1 对 十 RI 上 的 函数 w(x)==|x1 (a 六 0), 记 了 = (0,5) ,我 
们 有 
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eife pre 

因此 ,|z| 的 正 窜 不 属于 A. 

MEZE R EH |r| (<0), 显 然 必 须 限 制 一 2*2<<a 委 0，, 否 
则 |z| 非 局 部 可 积 . 而 这 正 是 仅 有 的 条 件 , 即 此 时 必 存 在 常数 C， 
使 得 对 于 任 一 方 体 Q ,有 

实际 上 , 取 定 @, 并 记 Qo 为 Q 平移 后 的 方 体 ,其 中 心 移 至 原 
点 .分 两 种 情况 讨论 : 

G) 2Q.(1 Q5 Zi. IER AQUOQ , 而且 

iil, erm Rib, erano IQI”. 


即 (11) 成 立 . 

Gi) 2Q,(1Q— J. HRT, 4 s yc QE 

lz] dz — yl + ly e CIQI* + ly| x Clyl. 
这 说 明 |x| 与 1y| 是 可 以 比较 的 . 由 此 知 
ly SC. inf |x|", »€Q. 

再 对 y 在 QQ 上 求 平均 ,可 知 (11) 成 立 .证 毕 . 

一 般 说 来 ,关于 4, 权 我 们 有 下 述 重要 结论， 

定理 12(Coifman-Rochberg) G) 设 S) Æ R" FAST WK 
T.H MfGo <, a.e. x € R" fil 

wlr) = [Mf] € Aj, 0cac1. 

其 中 的 A1 权 常数 与 a 有 关 . 

GD X? w€ A1， 则 存在 函数 5(x) 与 a; 0<a<1, 以 及 JE 
Li GR) ,使 得 

CA) O«C,xib(xr)xi:Co,.a.e.r€ R”; 

(D [Mf GO] «oo, a.e. x€ R"; 

159 


(C) wGO—b5GOLDMf GO T. 
证 明 (i) 取 定 方 体 Q,, 对 于 任意 的 XE Qo, 将 一 切 包 含 工 的 
方 体 Q 分 为 两 类 
= (Qi |Q] < |2& |}; L= (Qi [Q] > 12Qu 


1l. d. 
MfG) Sup ail, fo [dy 十 sup ij. o [dy 


AJ (r) + LG). 
对 于 T(x), 由 于 QEJ, 故 RDQ. 从 而 有 


iai], fo» Idy < agi] io? EN 


<C inf Mf(x) SC inf Mf (x). 
r€4Q TER 
对 于 ILC), FRR Fid =f) Xo GO RGA 
HG) MfG). 


因此 得 到 
1 | CMf GO dr < — k [C + Eo Jdz 
IQ] Qo m iQ, | ! ? 


< 0 moi) [Mf GO de + Ce Cin MEOD), 


现在 只 需 信 计 上 起 中 第 一 项 即 可 应 用 第 一 章 中 的 
Kozmoropor 不 等 式 , 可 知 


Tile [Mf] de < 157 Q "CMT, 


[Qo] e 


d | 
«cd, rois] <Ci inf MFD)". 


注意 [ge 表示 函数 g 的 弱 LER. 
Gi) 根据 反 Holder 不 等 式 性 质 , 存 在 e 汪 0, 使 得 


T 
| vx) tdr < [4 f wda] 


"ai. I 
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xLC*wGO) "5, alez € R. 
这 说 明 由 wEAhi 可 推出 w'*€ A; CET 60). Afi bo 
vw GO/LM Go! 1 Gi) ]" 9 *", BAR CAD ,CPO Hr. Ent, ER a= 
1/0 +e), W (ORZ. 
例 2 i KGOZÉE C-Z ER Hw E TERR (NO TA) =K * f(x) 
CERIS ED ps 1. WEE C— CCo ,使 得 对 于 任 一 局 部 可 
RE RS Go. fel) rao. 


1<9< oo 


| T FG ^w God 去 cf IFC) PA Ge) Cx)dx, 
E L4 


其 中 AGO) G2 = [Mwa ]'^. 
证 明 G) 对 <p co. OMT 见 第 七 章 $ 1) 
M* (Cf) GO x CEM Go) ]^. (202) 
实际 上 , 令 Q 是 包含 x 的 方 体 ,Q’ —2Q. fixo) — fi Gro + 
fala), fila) =f Gc) Xa* (x), 则 
TfG) = Tfi) + Tf). 
一 方面 ,我 们 有 


h TA lys (h ITA ray) 


<c( 击 [fndy) 


P 


1 U 
«c ata Ald] 


<C 2"h[ MCf^ ) Go) "^. 
另 一 方面 ,又 有 


Tf.) —CTfoe- eil ro» — Tf.G) Mz 


1 
二 — —1)— — t) dti. 
ij del to 0 — KG — 0) 
应 用 条 件 (N) GEL 24 2€ Q' BE 500 0) ,可 知 
IK(y —0 Ke d) X Cily —^zl/Iz —t| ^, y € Q. 
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由 此 立即 可 得 
IT f,O0 — Tfal € CMfGo. y € Q. 
从 而 有 


ii|, TO — T foaldy < CMF). 
合并 上 述 估计 ,得 到 (12). 
(ii) 选取 (中 之 pp ,并 注意 到 A Go € 4 以 及 Sharp 极 
大 定理 ( 见 第 七 章 § 30 ,我 们 有 


" IT f Gr) |o Gode < [EMO GO EM Gw) C dx 
s c| cu (TAx) Y' LM Cw) G0) dx 
< C| EMG» G^ [M G^) Gr) ] ^d 


< cfa L FG) I A Cw) Cod x. 
(注意 ,w Go) = [w GO T's EM w) Go) ]'^. ) 
3.2 A, 权 的 分 解 


本 小 节 所 给 出 的 A 权 与 Al 权 之 间 的 关系 ,将 使 我 们 间接 地 
了 解 到 A, 权 的 结构 . 下 面 从 一 般 框架 谈 起 . 

定义 设 1<<po<co, 算 子 了 定义 在 Le RE MEA SE 
Lm(R") 时 有 TA(z) 宕 0, 满 足 

TAPD = Xf G2» 0), 
TE + ga) LTF) + Tg(x), 

WE CUYO BS. (SERT 为 正 值 po 型 算 子 . 

例 3 D Tf) = |f) l|; Gi) Tf(x)= Mf (x); 

GID 对 适当 的 pepo Tf Cz) 二 [MO 了?/vD) GO ew (x)]?. 

证 明 Gi) XX p0— 5/9,0 «1. 1 poo M] 


1 
JT |/Go |*] " 
irrig = [mM Hen 


v(r)dr. 
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i vE A). gEMSg,8)JGO/7.1/77 , vr Bp a] At 
IT Flu S CIL. 
此 外 ,对 于 xER", 对 任 一 方 体 Q@: ER WMA 


| 1 | KOETAN 
(Qi; v(x) 


l 1 
x P g P 
< af, eel * f sl 
« CM If) YD + CM gl /0) GO 7. 
由 此 知 
TOF dg) E TfGO + Tgl). 
定义 设 工 是 正 值 po 型 算 子 .车 w(xz) 宇 0 满足 
Tw(r) SC». wlr), aex E R”, 
则 称 wE AT). 
E13 设 了 ,7 是 关于 同一 指标 po 的 正 值 po 型 算 子 , 则 存 
(E pE L^ (gm) ,使 得 
PE ATO, PEAT). 
证 明 设 工 =T +T: RAT DEXTER po 的 正 值 po 型 算 
子 . 取 ADITI fg L^ EWRO , HXT L^rBfE—3E f iR g, tE 


poo 

(x) = M ATga). 
ED Tela LA CIT VA? gly oo pE LAR. 
因此 ,我 们 有 


oo i 
Tg) r| S aT'eG)| 
do 


Too 十 co 
<5 TGueo) < M ATga) 
per k—0 
& I 
— A AT gG) <A- glr), aex € R. 
k=l 
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同 理 可 证 了 ,的 情形 . 
定理 14 Jones?) W wE A pl <p, M E wi, wi € Ai 
CA, — Ai (M), M 是 H-L 极 大 算 子 ) E1 w=sww ^ 
证 明 我 们 作 两 个 算 子 了 ,7 如下: 
Tf) = Iu M 


l/p 


i 
1 b 
(wt Gr) | ， 


i 1 i 

Taf) = {MS wr) Gow ?G)1^- 
对 于 po b/ G — D BB OU TIRE (US BUT 
Ir. fW [ EMG wD o eco da 


<cj。 |f [£3 ddr = Cf. 


KDA TÆ EIE po 型 的 .根据 定理 13, FE €: PE ACD. pE 
ACT Bl Tig) CoG) /T2QG)sC * eC) ,或 写成 


M(|gl? /wo Gc) L Ce" G)w^*G), 
M(o^w'^) (x) «i Cel G)w? (x). 


这 又 说 明 
p l p 1 
gwr EA, PE A, 
现在 令 w = g^wr, w = 9 w'5. 
我 们 得 到 
ww * = PrtP eww r = w. 
3.3 4, 双 权 简介 


与 Ap BEUR EE As 双 权 的 理论 要 复杂 些 而 且 尚 不 完整 . 在 这 
里 ,我 们 只 作 扼 要 介绍 . 
(一 ) 设 w(z) 是 记 上 的 非 负 局 部 可 积 函 数 , 若 存 在 常数 C 
使 得 对 一 切 方 体 QE 
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(S,) [EM Qa! 1 ) GO Y God 


<C| wa) dz, 1<p<o0, 
则 称 w€.;,. | 
不 难 证 明 ,w€ A, 与 wE S, EFNA. ERE, S, HE A, 是 
显然 的 .反之 SEP w€ A, ER QER: EQT MWh A, ARTE 
可 知 
1 


ia | iow on "Ay C 


Xa, Cy)wCG) ! dii 
n vw wy)dy 


< C[M. Qo io) Go Y. 
由 于 对 每 一 个 包含 z 的 Q,, 以 及 满足 suppAC-Q。 的 函数 /, 总 有 
MfG) sup, iei], fo» Idy. 
故 得 
[Mow ?RY < CCM, Oto sw 0 G^. 
从 而 根据 Me 在 L? (R",w) 上 的 有 界 性 ,可 知 wCS,. 
1982 年 ,加 拿 大 数学 家 Sawyer 给 出 了 下 述 双 权 H-L RAH 
FELD: 
设 <p uo 是 R EE M J a EAR A K, U T SUP 
个 条 件 等 价 : 
G) (f CMf Go T'ecodz | «ci VICE ur)dr) 
K KE 
GD 对 任意 的 方 体 Q 有 
NC ) (rx) vr)dr x c [ (r) de u 
(二 ) 类似 于 A, 单 权 的 分 解 ,1983 年 ,在 [8] 中 Neugebauer i£ 
述 了 下 述 结论 : 
如 果 H-L 极 大 算 子 M 满足 
IMFI < C£. NMP m CI lagu 
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则 存在 非 负 函数 w ,w;, 使 得 
ux) P Mw; (x) S Colar) Pwr), i=1,2, 
ulr) Pule)” = w lr)w r), 
(三 ) 关于 左 、 右 权 的 算 子 有 界 性 估计 ,有 1982 年 Young 的 工 
作 ( 见 [9]) 
给 定 一 个 非 负 函 数 vw(z),1<2<co, 则 下 列 条 件 等 价 : 
GO) 存在 一 个 几乎 处 处 有 限 的 非 负 的 函数 u(x) ,使 得 


| [M f Go) v(xr)dr x cf |f G2 lu Good; 
L4 ré 


ib | 一 dr<. 
e O4 [xz [^ 


$4 极 大 奇异 积分 算 子 7T' 的 加 权 模 不 等 式 


为 了 获得 奇异 积分 算 子 的 加 权 模 不 等 式 一 般 估计 ,首先 自然 
要 问 , 权 函数 应 受 些 什么 限制 ?或 具备 哪些 基本 条 件 ? 让 我 们 以 
Hilbert 变换 为 例 开 始 分 析 ,看 一 看 从 中 会 给 出 什么 样 的 启示 . 

5|38 15 设 y 是 Ri 上 的 非 负 正则 Borel 测度 ,Hf 是 函数 / 
的 Hilbert 变换 . WR H 是 弱 CL'(O, 40 L'(OR 400 B1 p 
co ,那么 我 们 有 

G) pg 是 倍 测度 ， 

GD MfGOsCIUMCfVOG9)?; 

(ii) u XF Lebesgue 测度 dz Æ H XE SEI sii Hoods = 
wr)dr,wE Ap. 

证 明 (o 对 任意 取 定 的 区 间 ICR, W LI, 是 其 等 长 的 左 ， 
右 邻 接 区 间 , 则 只 需 指出 

BOO S; C* aO). gu) s Cad) 
即 可 ,其 中 常数 C 与 无关. 为 此 , 取 L' On O P HER eR XC 
f(x) ,显然 函数 |f1X1 EL (R",p), 且 有 
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HFID > gir | SO dy xD zE 


217| 
由 此 知 
-l 
LT E € R: HOPFIxoGo > gil, iro» d]. 


从 而 ,根据 弱 有 界 性 条 件 得 到 
BO) «c HD fyren. (13) 
IOa») 
当然 ,对 I 也 有 同样 的 不 等 式 . 
现在 ,在 (13) 式 令 二 Xi, 则 可 直接 得 到 
BO < Cual. 
GD 根据 u m] GEM BE TER ,可 把 (13) 式 写 为 
| 让 onto < e [roo lago. 
即 得 所 证 . 
(iii) 因为 e 是 倍 测度 ,所 以 根据 第 二 章 第 3 小 节 内 容 ,M 是 
88 CL QU , 40 L' (QU 10 ) 78. 从 而 由 (Gi) 可 知 ,WMM 是 弱 (L* (VU p), 


L'OGU ,40) 型. 注意 到 本 章 引 言 所 述 ,可 知 u KT Lebesgue 测度 
是 绝对 连续 的 , 即 dy(x) 二 w(x)dzr, 且 由 $1 获悉 weEA,. 


4.1 Good 4 不 等 式 


上 述 引 理 告诉 我 们 ,在 研究 奇异 积分 算 子 的 加 权 模 不 等 式 时 ， 
其 权 滑 数 的 出 发 点 仍 应 考虑 A, 类 .下面 的 论述 就 以 此 为 基础 ,但 
因 所 用 的 方法 是 著名 的 good 4 原理 (1970 年 ,由 Burkholder 和 
Gundy 引入 ) ,因此 直接 讨论 极 大 奇异 积分 算 子 将 是 方便 的 . 

定义 设 j 是 R" 上 非 负 正则 Borel 测度 , 且 具 有 倍 测 度 性 
ET ,7 是 止 的 次 线性 算 子 , 又 有 性 质 ， 

G) 对 于 £€C 7 QUU R 210,858 
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(zx € Rm; Tif (x) >A} 
是 R" 中 的 开 集 , 且 其 Lebesgue 测度 是 有 限 值 ; 
Gi) 若 R 中 一 球 B 包含 一 点 xz, 使 得 人 f(z) 声 4, 则 对 每 一 
个 7: 0<7<1, 存 在 B— BOT VT» ap ,使 得 
Bx € Bi Tif (x) > 3A, Taf (x) < BAD) <S 28D, (04) 
我 们 称 TUS 了 了, 关于 py 满足 good A 不等式. 
从 上 述 定义 可 以 看 出 ,所 谓 good 4 不 等 式 意 指 ,一 个 算 子 
(了 T,) 在 某 种 分 布 函 数 的 意义 下 控制 着 另 一 个 算 子 (T1). 因此, 估 
计算 子 工 :就 在 一 定 的 条 件 下 可 以 转化 为 佑 计 Tus 如 果 对 了: 我们 
比较 熟悉 ,这 将 是 极为 有 利 的 ,请 看 下 面 的 结论 . 
定理 16 BTX TX BE good A PER, HOO p 
oo, f EC? QU) f 
Tiflo oo. 
则 存在 常数 C=C(y,p) ,使 得 对 SEC ROA 
IT fz. SS CNT ,fp.,. 
证 明 — ^ REITA tans 09. HHEH R Ir € R: 
Tif Cx222 AV Gas, MXE € Gi TERR B(x,r,), 使 得 
B(xr,r))C Gais BG,83r) N (RAG) x Ø. 
引入 待定 常数 8, 令 
E, = (x € R’: Tif (æ) > 3A, Tif Gr) < Pà}, 
TIR ECG. 为 估计 AED RITE E, PÉERUC- ER H, AA 
(BG r2)sez E H ARR si sr PA P a A h A BR US E 
盖 石 .于 是 ,进一步 又 可 从 中 取出 互 不 相交 的 子 答 盖 族 , 记 为 Bi, 
B. Bus fli f8 
H C |]3&. 
LA H EE Pg, IAE 
HC (i£ € 3B. Tif (æ) > 34 Tif (£) BA). 
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由 于 每 个 35 SEGA T s ERIT FO) LA BUA good 4 不 等 
式 可 知 
KDS ix € 3B: Tif) > 3A, Taf Gr) BA) 
i=1 


<Ñ BBDD. 37133 
i=l i=] 


其 中 万 是 wx 的 倍 测度 常数 , 旦 与 1 无关 . 考虑 到 五 在 Ei 内 的 任意 
性 ,得 到 

pO < DIG). 
因此 ,我 们 有 


IE 3af A u((z € R”; Tif (x) > 34))dA 
0 
< 3°p| X uE dA 
0 
+ 3af APT uix € R'. Taf (x) > Bà} dà 
0 
x Disp [ 67 (G4 
0 
3 b oo 
十 [| pf Alul € R”: Taf Cx) > A)dA 
0 


b 
= Dos VT linus 十 | 号 | Ts lt 


如 果 一 开始 选择 7, 使 得 Dy3' — 1/2. Ti 8 是 相应 于 good 4 不 
等 式 而 取 的 ,那么 由 上 式 直接 导出 


b 317 pP 
ITA TE < 2| | (TS io , 
即 得 所 证 . 
4.2 THWR. p) 


定理 17 设 了 是 第 五 章 中 的 C-Z 算 子 ,而 且 满 足 那里 的 条 
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ft CO ,再 加 上 其 核 K 有 性 质 
QD |K) |C; |r|”, r#0. 
7 是 了 的 极 大 C-Z AT, wE A, poo. 
(T? S t e S CIF litare 
证 明 注意 到 H-L REKAT M de LR ,wdr) EB RNE, 
我 们 只 需 证 明 T 对 M 关于 wdx 满足 good 4 不等式 以 及 
UP * flans oo BO nf. 
O) R FECI RO, CAT ÆRA, DE, Or SET ATO, 
IG;| = | iz€ R: T AOSAN REAR. A TEH G ERR, 
RRc) CR ,满足 
limz, = xz, T*f a) LÀ, 


k= 
并 对 T f£ GOAT 
TI =| | KonLfG = »» — f Gi - 30) y 


十 | i: K Cy) f Gai — y)dy = " 十 4. 
显然 9 BAES Vf Ga) | &A. 对 于 LEES EB e>0, f 
mK. DLS — y) — f — y] = 0. 
m3 入 二 NN( 有 充分 大 时 ,又 有 
|K Lf Cx —y)— fr 一 yl < CIK.(y) IXnc. o CY. 

因此 ,根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,可 知 当 co 时 一 0. 这 说 
明 对 一 切 e 0g PLA GOLA. dull T^ f(x) 二 A. 

GD Jj TERT flee «0o, 取 球 B=B(0,N) 包 合 
fEC (ROWER, Hie 


IT Fb, = Aa ed fen ed — 14 4. 
对 于 了 ,应 用 Holder 不 等 式 以 及 T* 的 (p,p) 型 可 得 
l/r l/r 
I< (| IT* fG | dz] (f w(x)dz | 
108 108 
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Vr 
<c (| wes), le ioa 


如 果 取 其 中 的 r1 ,使 得 w€ RH ARA I<, 
对 于 7, 注意 到 rE R"N0B URZO), npn 


TESS Kæ = WHY dy < Csh MAh. 
因此 ,我们 有 ( 记 Qo=Q(0,1)) 
J<cf iz | wde < c| 一 zz) dx 
R'N10B 


gO + je 
、 Cz)dz < wr) dx 
<c) ZUM | —wDdz 
cl. (1 十 |z)” + 24€ zt, (1 十 [x |"? 


十 co 
委 Cr(Q +C>2 "^w(2**Q 


k=0 


(注意 : 存在 6 之 0, 使 得 wE A,_;, 又 根据 引 理 6) 


十 ce 
x Cw(Q) 十 52 "2" (Qo) 


k=0 


< Cw(Q,) < oo. 

(iii) 为 证 明 不 等 式 (14), 设 球 B 包含 一 点 z; TISSA, H 
S E—(x€Bi T'f(x)723A, MfG x BA) ,其 中 参数 B 待定 . 由 定 
理 10 知 ,存在 C=C(w) 以 及 8770, f £8 


wE) |E|)? 、 
en «c "il S95 EB ER. 


由 此 知 , 下 面 只 需 前 明 (14) 式 的 两 端 关 于 Lebesgue 测度 成 立即 
可 . 记 
fr) = fGOXasGx) 十 Jrz)Xaesas() = filr) + fs. 
则 有 
EC rE B; T'fia) >A} U (x € Bi T^ fi (x2 2 24, 
Mf) x BA). 
记 右 端 为 瑟 UE2:. 从 而 问题 又 转化 为 证 明 : 对 任 给 的 7: 091. 
存在 充分 小 的 B. 1803 LES L9 | B] Tf. E; (BR RT. 
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首先 ,了 "是 弱 (1,1) 的 , 即 
AL | Cl = | Io dy. 
作 方 体 Q, 中 心 与 球 相同 且 Q28,1Q|~1B|, 则 有 
Jaw < c i |f C») |dy 


«c C|B| infL MfG) ] < C|B| inf Mf Go) ]. 
KRE EZD, " 
inf M f (x) ] x inf LM f (x)] < A. 


从 而 有 
|E | x; CB|B|. (C S E,B,f 无 关 ) (15) 
其 次 ,对 于 五 ,, 采 用 分 解 
TJfi(x)— (| | KG — y)fsCy)dy 


-| | K(x— »fiGdy| 
十 (| K(x — y)f (y)dy 
-Í aKT Dody) 


«| SQ fy)dy 
Iz—v E 
一 ++I. 
关于 六 ,注意 到 
isf IKG ~ y) — Ki y) |] fœ) dy 


«cJ TES LII 


R'N2B | x 


其 中 zxEE, 特 别 有 M GOsBA. 现在 记 B 的 半径 为 7, 则 |x 一 z | 
Cr. 由 此 知 


< 本 a 
n cp ]D Ox -—yl/r»"? fon idy 


172 


STMI < C'A C" $ B. f 无关) 
XT ,分 两 种 情形 讨论 ; 
(a) e«2r; (b) ez2r. 
如 果 (a) 成 立 , 那 么 在 1; 的 积分 中 fo fF. SIEG LIST f(z) 
志 .. 如 果 (b) 成 立 , 那 么 我 们 又 遇 到 了 类 似 于 (i) 中 的 情形 ,此 时 总 
可 假定 E>7. 


P ES | ~ K (x — y)f:(y)dy — | „EC — y)f:(@y)dy 


+ 


f KG 7 »fiondy|- I] + VAR 
BRIDIS. ETILI E 


PAESI 


LIKE G — y| |KO) dy 


«ej Iz—y| ISO) |dy 


r«z—yi«àr 


«can IFO) |dy < C inf [Mf GO ] < C” Pà. 
«3r " 


is 一 3 去 


将 上 述 估 计 合 在 一 起 ,可 知 

|Z| xz A + C"BA. (C" 与 4,B,f 无 关 ). 

最 后 来 估计 工 , 因 为 
Xa Bre CY) 一 Xpg\Bee CY) = Xse.o (Y) — Xea Y), 
所 以 有 
|Z| < MESE mn y)| IXBc o C = Xera (y) | |f (Cy) [d y. 

继 之 ,因为 当 s<r 时 有 

Xeon y Xeen (y) 一 Xacao(Cy)] = 0. 
所 以 总 可 假定 e~ 2fr(k=0,1, 0. 此 时 ,如 果 这 一 函数 不 为 零 , 那 
么 jz 一 y| 一 2 和 ,于 是 

nimc] KE DISO dy 
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< cam -a FO dy 


Ix-vi 
«cC inf M f] x C' BA. 
最 后 ,我们 得 到 
VD. fFa GOD | S BACC! 4C" 4C") --A, 620. 
现在 , 取 8 [818 BCC' --C"--C") 1, ,而 且 对 给 定 的 0<7<1, 使 得 
CEIC 是 (15) 中 的 常数 ). 换 名 话说, 我们 证 明了 : 对 xE Es, 有 
sup T«f; Go) | < 24, 
即 五 :一 好 ,而 | 已 |B. WEE. 


$5 在 嵌入 定理 中 的 应 用 


作为 应 用 ,本 节 介 绍 有 关 Co6osen 嵌入 不 等 式 的 一 些 结果 , 它 
在 研究 散 度 型 椭圆 算 子 理论 中 的 Hanack 不 等 式 时 有 着 重要 的 应 
H. 为 此 ,我 们 还 需 给 出 分 数 次 积分 和 H-L 分 数 次 极 大 算 子 的 有 
关 性 质 . 


51 预备 知识 


引 理 18 设 fECW(R") 且 支 集 含 于 方 体 Q@, 内 , 则 存在 C= 
C(n) ,使 得 
V 
PICO «c[ Aw L dy, zr EQ. 
a 1x — yl 


证 明 记 yy 为 单位 球面 上 的 任 一 向 其 , 则 
3 f ty) Vf(x — ty)» y. 


由 此 知 fG)- [ue B reg 
将 上 式 两 端 对 y fe E ETERU T3 


vf(r vy). 
f(x) = -f f(x 3) t Yay, 
wn j R" [yl 
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即 得 所 证 . 
注 1 顺便 指出 ,我 们 还 有 : 对 Qo 中 任 一 方 体 Q， 


V 
ial. lf) 一 fæ lde < cf LO Lay, 
实际 上 ,因为 
1 
fa) — fa) = | Vf(x + ilz — x)) G— z)dt, 


TEQ. 


所 以 有 
| LG) — fz) 1dz 
Q 


1 
<| | |Vf Cx + tle = x)| |z — x|dzdt 1. 
0 Q 


在 和 内 作 连 接 两 点 z 与 过 的 线段 , 若 令 > 一 zz 十 上 (z 一 zx) , 则 
yEQ,dy=t"'dz HA 
ly —x| = t|z— z| xcu, 


其 中 ! 是 Q 的 边 长 . 因此 ， 


Iz C[ Yro] e= yif dedy 
Q I jel 


x— y|/ci 


< cef IVfo»l ix — yi ror do 


iV Do 


-clol|。 |z — jid» 


HI 在 注 1 spem Lr 
Ma f(r) S CMa YF, r€Q, 


其 中 的 Sharp 极 大 函数 (参见 第 七 章 § 1 的 定义 ) 与 H-L 分 数 次 极 
大 函数 都 是 限制 在 某 个 方 体 Q。 上 取 的 ,例如 


Myf Go) = Mya f (7) = sup tops G0 dy. 
' ac QT Ue 


对 此 ,我 们 还 有 下 述 结 果 : 
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定理 19 Wu GO v (DENE Qv ERE fia] TRES EG p> 
1,0«7«1,1/p—791/qx1/ p, ll 


vz € Qu: MfG) > AD < EMI 


当 且 仅 当 成 立 不 等 式 
Apa (Qo H 


1p 


1/4 1 一 一 一 
sup (f paz} . igit eo Pd <C 
CGA uv) € Apa Q: 

证 明 充分 性 ”首先 ,对 任意 的 QCQo, 由 Holder 不 等 式 以 
及 Apar QO REETA 

4 | 

gml Ao dy 


1 " 1 e 
< gres tf, 0? luo dy] (fao ZU 
2l " 
«& c|[ vody] "A rooi'«uoosy] ^ 
其 次 ,对 每 个 x€ {XE Qo: Myf GO7222) ,存在 方 体 Q: TEQC 
Q, ,使 得 
1 
igi], O lay > A 
因此 ,根据 覆盖 技术 ,可 得 {Qi}) ,使 得 
(x € Qui MJ) 22A) C Ue. Xo Go) x 8 
从 而 ,我 们 有 (注意 g 宇 2p) 
X euz E Qo: MfG) 2 A DD 


kml 


«wq gn n n 


kil 


seg ot jos] rentum" 


zl 
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< c| 2j. IFO) l^'áGody] «C «T^ FI aao 
必要 性 ”证 略 . 
5.2  Co6onen RA XE JE 
定理 20 d 1/p—1l/nzs«l/p, 


v E A.QQ)O, | Gov) € A,,44, QD. 
则 对 属于 CCR”) 且 支 集 含 于 Qo 的 函数 FÉ GOV pacc 


1/q P 1/p 
(| for) [vda] <cl| IYf(x)| u(r)dr) ， 
Q Q 


其 中 RTQ CQ) EA 870 H5 A (QO 及 ALL aA CQD 
无 关 . 
证 明 根据 条 件 可 知 ,存在 r 汪 1, 使 得 


(fe ode) <C igi] conn QC Qo. 


因此 ， Cust) € Ass Qo) 3—1/nd Q/s3)00 —1/r). 
现在 , 令 pigs. ERER r 充分 接近 1, 使 得 7 过 2/n 志 1, 由 
引 理 18 可 导出 


| Lf Gc) [vdr < c| Hin OVSE) } wr)dr = J. 


从 而 问题 在 于 估计 J. 

为 此 ,引用 第 二 章 8 5 第 3 小 节 定 理 的 结果 ,我 们 有 

Ta |VFD GC) s COMHCVFDGO * My (CYA GO), 
EP —1/2n—Q/50 —1/7. H supp ORP] XI 


NM r ek 
1 «c|[, M, OS foo ieoos as] ? 


1 
2 


2r 


x il. M4CIVJO) D GO? * vnda (16) 


由 于 (zx 六) € Apr Qo) , 故 根 据 定理 19 得 
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M,: L'(Qy;udx) — 88 L^(Q,.v'dz) 
的 有 界 性 . 
由 Konmoropos WEAR ACs) 
M,; L’ (Qosudr) > L” (Qo vdr) 
有 界 . 此 外 ,由 不 等 式 


2r—1 1 


[sco] ates etl 
1 


x (| væar)” iQi QI! ([ uda)" 


i 1 
r rs 1 — P 
一 ([ oco dz| rif rco P idz| 
«C 
RII Gao PTP) € Aprona (Qo). 因此 得 
M, ; L’ (Qo udr) _ 88 LD (Qu, vor) 
的 有 界 性 . 再 由 Konmoropos PER uf (8 (gs) 
My: L'(Qy,udx) — L'*"'*-P(Q,, 071) 
AR. 
于 是 ,将 上 式 结果 用 于 (16) 式 ,就 得 所 要 的 不 等 式 . 至 于 常数 
C—vQU' 的 结论 ,只 需 注意 M, 的 模 与 M 的 模 均 各 小 于 或 等 二 


1—4/s 


cif vyda)", cl vGXE dz | ， 
Qo Qo 


应 用 v€E RH1;; 直 接 计 算 即 得 . 
定理 21 WE 1 过 p< 过 n,1 过 rn/p, 则 对 任意 的 eco um 


有 
I. [f(z) wGodz < Chl, [Vf Go) l^dz, 
其 中 C 仅 与 a,p 有 关 , 而 
lw]. = sup T | lwy) [|'d y. 
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在 证 明 本 定理 之 前 , 先 给 出 两 个 引 理 . 
引 理 22 B wELPCR), 1<p<n, ]«rxn/p. nun 
] «r, <r, M 


(Mwn) € A, N L'"7"(e"), 
证 明 (Mw € A R& S ART. iE B, BG p) p i 
四 章 $ 1 定理 2 后 的 例 , 可 知 


fo [M (w) Go) Xs, Codd < cfl [xe Cr2 |n J^ MX, (dar. 
由 此 得 到 
f [M Cw) Gr) idae 


< cI, [ze Cx) l'Mxs, Cr)dae 
?p 
boe 
+ X fau 07 Mx oda | 


< c||， [o x) l'MXs, Gode 
2e 


t > us POl P da. 


el (x — Xo | — p» 


因此 ,就 有 
| [Mcwn Cr) Jide 


bos 
< Clota (20) +S gy O 1oy” 
be] 
S Clwl., pe". 
引 理 23 db 1<p<n, 1 <r<n/prwE L”, i] 


I u wr) | 
wn l= |f, Sey 


Cr HMw 7 lw? 


ra—pr* 
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证 明 S o>0, 并 作 分 解 
Lwlr) = f «| | wO) dy 一 六 十 I", 
r-r ep ra >g 


[r-—- y|” 

RFT AMEE 引 理 中 的 分 割 为 无 限 球 层 的 方法 , 兄 得 
IP | < Cp. Mw). 

对 于 六, 用 Holder 不 等 式 ,并 记 e—n— G/2) Cp4- D WEE 


= Cd 
espe dpa yl" 
1 


t 


G l r 
x d bem yil FN rinm dy ， 
a-—y|e 
记 第 一 个 积分 为 7, 第 二 个 积分 为 ,1”, 对 .7' 仍 采用 分 割 为 无 限 球 
层 的 方法 可 知 
I pw), 
而 对 J” 可 直接 估算 . 最 后 得 到 
[hwa] x C'oMwGo) + e "lvl, 
现在 , 取 o— OMzeGO/ lvl) RGE 
[Tw GO | CIMw P |w l7 p 
定理 21 的 证 明 根据 引 理 22, 不 妨 假定 有 wE ,对 任意 给 
定 的 SEC (QUO ERR B 使 得 fEC(B), 并 考虑 Dirichlet 问题 
| 一 Ag(r)- wir), r€b, 
| g(r) = 0, r € aB 
的 解 g, 我 们 有 
| Ifa) | wr)dr xt pf IFD |^ YF Cr) | Vg (Cr) |dr. 
[83g [Vg G0 [B Ag DG — Ee Ge ,所 以 由 引 理 23 知 
IV gx) < C.r, PpUMwa)] 7 P ^ llw M pr 


代入 前 一 式 , 即 得 
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[ife |l^wCx)dx 
< Chl. ,| UG) 7 IN FG [Mwa] "dr 
-M 
<S Chel y i [| F | Mwade} Mp 
< 由 YS |da) ^ 


. 1-0/p 
& petit, [0 woda] 


NIST l'as] 
由 此 易 知 定理 成 立 . 


$6 ”加权 模 不 等 式 的 外 推 


内 插 理 论 指 出 : 若 次 线性 算 子 荆 是 (po,ypo) 型 以 及 (pi,p1) 
型 ,po 过 pi; 则 并 是 (p,p) 型 ,其 中 po 之 p 达 pi. 这 一 结论 反映 出 , 算 
TEL 空间 上 有 界 时 ,其 指标 p II SERRAE SEL TE. 本 节 所 介绍 的 
关于 加 A, 权 的 算 子 有 界 性 估计 的 指标 外 推 性 工作 ,将 进一步 揭 
示 这 一 方向 上 的 深刻 内 容 . 

为 方便 计 , 记 一 (R",wdz). 

引 理 24 WO-Oozxl.l1«p«oo.wCA,.gCGoO20m H gE 
LÊR w). id GO) — UM Gr Pw) Cy) /w Cy)? T 

D [Gl An Cello s 

Gi) (gw,Gw) € Asi jai» 
其 中 的 常数 C VA E GO UP. Asipa-w 权 的 常数 均 只 与 A, 权 常 数 有 
关 , 而 与 A, 权 的 函数 无 特别 关系 . 

证 明 G) 注意 到 w ^ € AS. TR 
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UP 
iov = 
ue 


| Me Hu Q0 e P (y)ywy)dy 


< cf pleo I" woody = Clair. 
GD 记 g= 二 6 十 p01 一 0), 则 g--1=(p 一 D0 一 0) 宇 0. 
d 6 二 1, 此 时 g==1,G 二 M(gw)/w. 因此 , (gw,Gw)€ A, H. 
ABUS ROEL 
d 0<6<1, 则 需要 证 明 的 是 不 等 式 
| 1 
(hf eo wod] 


一 1 


x (| DM Q0 G0 T wo) dy zc 


UQI 
(047) 
对 一 切 方 体 Q 成 立 ， 
对 上 式 中 第 -- 个 积分 ,应 用 Holder 不 等 式 ( 分 配 指标 1/8 与 
1/€1— 82) B] RI 
iei rc Owo dy 


< (iieo woa} feo) 


由 于 对 每 个 y€Q.8 
MG wy) 之 igi E CO eode, 
故 (16) 式 中 第 二 个 积分 可 由 下 式 控制 ; 


(d [eco wd) gs [ eon tao] 


= [Hiho eod) feo a. 
从 而 ,(17) 式 左 端 由 下 式 控制 ; 
£-l 


Ld [rods] aseo ts] «CU, 
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注 上 一 引 理 的 结论 还 可 转述 为 ; Ew € ALTE pu p IDE 
任 一 非 负 函数 g: gE€ 14%, 必 存 在 相应 的 函数 G: GOD QD. 


IGI um S Clglusm. Gn. Gw) € An. 
实际 上 ,我 们 还 有 更 强 的 结果 : 
引 理 25 i wE A,.1sC po p, lxt f£ — dE 6 E E e € 
LE” ,存在 函数 G: GODZg Go ,使 得 
oo S Cllr, Gw € An 

证 明 (用 数学 归纳 法 ) dd e 为 go, 根 据 上 面 的 注 中 所 述 , 存 

EG: GCGOZR go) il, G A gi MER 
ler nm S Clg. 

MEET Grow. giu) € A, BU A0, f€ Lm ,又 有 


| SoCy)zo(y)dy x C. fe IFO) |g GOwCGOdy, 
(y€ K", MIO DSA A? 


其 中 C,C' 与 A, 权 函 数 无 特殊 关系 . 
现在 ,再 以 gj 相当 于 go 的 位 置 ,继续 进行 上 述 过 程 ,…. 一 般 


地 讲 ,名 G3E gj 可 得 gua: gjri(y) 之 gj(y) ,使 得 
lg: l| cte" «C IA s< C lal , 


t 
| g,o»wondy < 5T IF) Igi Coo Cy) d y. 
(y€ R", MfG) 5A) A] R 


(18) 
; sa LN LI 
我 们 作 函 数 。 CC) 一 2 c ye On 


"IN 1 C J 
因为 (3 ples < ie] lle jum" s 


所 以 定义 G(y) 的 级 数 是 收敛 的 (在 LL 的 意义 下 ) ,并 立即 得 
到 G(y) 之 g(y) 以 及 
IODA < (C+ 1) gl 
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Mi EADARACH) " 且 对 7 了 求 和 可 知 


a| CCy)w(Cy)dy 
ive R”: MfOV>A; 


SEEE D| SO |^GOXweGQody. 
这 说 明 H-L BKAT JESS (LO ,7% ) 型 ,好 GwE A, 

关于 p 达 po 的 情形 ,也 有 下 述 相 应 的 结论 : 

引 理 26 idw € A,. 1 p po MITE -- T dE f RE gE 
LL P ERR Gs GC) g GOD ,使 得 

lGa < Clg, G xe € A, 
Hp C UA Gw 的 A KB A, BUR COTERIOS A. 

证 明 显然 ,定理 中 假设 等 价 二 1p <<p .v—w't"€c 
Ay HB v d AQBUSTUSE Tw 的 4, 权 常 数 .根据 上 一 定理 的 结 
Y, uf DERE — dE PLACA € LII XE ORC HH: HOD 
h Cy) ,使 得 

LH mmy CIA. Hv € Aj. 
Hop C AER Hv 的 Az BUE IUS A, 权 国 数 无 特殊 关系 . 由 于 
Go / po) — Gy — p/ Gs p) X 
hh gg Poo € pav 
(Hv) VAP = Hw ISP) hw € Ap. 
CETT SEHE he LI" I Hv€ AL.) 

因此 ,对 给 定 的 gE LO, ME h ELSO, 使 得 g= 

hh hay Pom EXEC he ERR 五 ,我 们 只 需 令 
G = He (s PD 
即 得 所 证 . 

在 上 述 引 理 的 基础 上 ,我 们 可 导出 下 述 的 指标 外 推 的 结果 , 它 

足 1982 年 Rubio de Francia 建立 的 . 
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定理 27. 设 7 是 一 个 次 线性 算 子 , 且 满足 下 述 性 质 ; 存在 
pui 1 过 po 二 0, 使 得 对 每 一 个 ALECw 
IT Flos CIF los. 
其 中 C 与 A, 权 函 数 无 特殊 关系 . 则 对 每 一 个 p: d poo ,以 及 
每 一 个 A, 权 ww 有 
ITA s CIE. 
其 中 C 与 A, 权 函 数 无 特殊 关系 . 
证 明 分 别 就 两 种 情形 讨论 : 
G) Ixtpo p. E wC€ A, f € L.X 
ITAR = TA ge = suf ITIO hg QD dy, 


其 中 的 上 确 界 是 对 一 切 满足 LUCUS PRSIH g 而 取 的 . 对 于 这 
样 的 zg, 由 引 理 24 知 ,存在 G: Gy) 宇 g(y), 且 根据 G 的 性 质 及 题 
设 , 我 们 有 


| VT £C» Pg GowGoOdy < | UVP f Go | Gov CGody 


« cT. IFO) PGO wdy 
« CI LUFT Ge m Cus. 
即 在 1-cDpo p 时 定理 结论 成 立 . 
Gi) I pp. E wC€A,.F€ LL. 


(o PA «foni ^. FO 0. 
gty m " 


0, f») 一 0. 
注意 到 


| ISOD gO) heGody 
(xE R", fiy 0i 


P 
— IRAI , lgl n=l, 


根据 上 一 引 理 ,得 G: GO) a O) ELTE E E EL h REPE. 我 们 
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有 


po/p 


- p/Po 
Ir fp = NEST | G Cy)" Pw ( y)d y 


< pln + fo [T f) AGO) 7 wG0dy 


«c[ 20 MOD Ig GO wody = Cli 
y€ R’, f(yI#0) we 
其 中 C 5 A, RARER R. E. 

注 1983 年 ,Garcia-Cuerva Z& H f 48 RZ Ag 88 708 ig ib; R CIL 
[10]): 

HISH, ERRER T T 对 任意 wE ALI A00 05€ 
数 C 5j w AIRRA) 

wda E R"; [TIO] > AD < CA» 


则 对 每 一 个 w€A,. 1 poo CES C 与 无 特 珠 关系 ) 
AwCx € Ri [Tœ] > AD < CI frr. 


3 m 
l. 设 w€ A,, 证 明 其 A, BUS CRT. 
2. 8 wE 4,, 证 明 
| w(x)dr = oo, 
e 
3. R w€ A,. 1 poo , EH 


wr) 
AW. "C. , B= B(,1). 
| qu pud «C wlBo), J (0,1) 


4. R wC A, poo, WEH 
| ix € Qi wGO x pwa S CRY "IQ, 
C E A, 权 常 数 ,Q 是 R" 中 的 方 体 . 
5. 8 wERH as WEH wE A.. 
.6. B w€ A, 1 poo, WEH RR w 1 G0 XE F wder 满足 反 
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Hólder FÆR. 

7. 设 zwwE41<p<co. 证 明 存 在 6: 0-01. [E TR ECR 
OPBOHLEIO/2)|QIBE E 
des ete eof tts te ent 

8. 设 z(z) 是 尺 上 非 负 局 部 可 积 函 数 , 若 存在 常数 C 〇 ,以 及 
Occ «A «oo ,使 得 对 任意 的 方 体 @Q, 以 及 一 切 自然 数 上 ,有 

[ix € Qi wa) < we/ A*) | SCHIRI. 

证 明 存 在 p: 1-p«co,w€ A,. 

9. 设 wE A. EHX 0s. f w€RHi;,. 

提示 : 由 第 4 AA, FE EC HIEI SIQI ER EE 

时 有 wir) >Cwgo. 

10. R wEA 1 po.JPifRQiGG-1.2, 20 ENIE Q K 
2 个 -分 子 方 体 , 证 明 


| wGCr)dx SC- | w(xr)dr (€ —1,2.5:,2^). 
Q Q, 


11. i w€ A, ,证 明 存 在 r: c 1. FR 
w € A, 
12. 设 wlz) 是 R" 上 的 非 负 局 部 可 积 函 数 ,证 明 下 述 两 个 条 
件 是 等 价 的 : 
CO M RE dI SS CLA OR" w), LCR wo) RI. 


m 


| wide < Cw», lp 过 oo， 
z€ R', MXA} A 


其 中 CC 与 4, 可 测 集 EE 无关， 
GD 对 任意 的 方 体 Q@ 以 及 ECQ, 有 
wE? | V? 
woQ) 
提示 : H GDE w 是 倍 测度 且 有 
MOG GO < CaM Xa) Go ]"*. 


fe «el 
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13. 设 0 p-oo.RIETESRT OT 满足 


| w(xX)dz < al [fCx) | dz, 
TER, TALA} A JR" 


HP wlr)>0,a.e. 21ER", ME H E E Cp. po FI SE T TIR 
gr) >E RBS Tse To 
提示 : 9 E. —Ux€R' GO/bwG)«OG/G-—10)).£4—2, 
3, e ES {rE R": wlr)>1}, 3E 
ga) = S2 Go). 
k=l 
14. 设 wGOW E 
supíw?^(Gr)]) «C: C, ul v(ix)1dr, B= BG). 
:€B B| B 
证 明 存 在 p: p. [3 


p—1 


i lw) idz} | "i Jwc) | r 产 idx x C, 


提示 : 由 条 件 知 uw *€ RH, + 
15. id LL-—L(" sw) sw€ Ai f € LL ox) Ii Schwartz 函数 
GE PE eK RO ,证 明 
O lex Fla C llflla « 9 Go — 9g Ga 87705 
Gi) lel, — 1, 证明 
lim |g x f — f — 0. 
16. EET EHTETUT EXEC Dm0. (EE CS 0.f8183 4 wE A, 
H ABUS EESCC BT US. 
I. UP fF Go wr dr x c| |F) | wada. 
p 
is: RIHLMOGOJ'^€ A. s>1. 
17. WE wa) T BUE X1 poo. €i n 个 Riesz 变换 R. 
eR, 在 L'(R*,w) 上 是 有 界 的 ,证 明 vo € A,. 
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18. iE wE As EL 
B, = (F: Ile, = ([ [MAD wda) < o], 


ll 
lim [BCzoyr) EAE 一 0. 


X C^ fk B, 中 稠密 . 
19. ix Wosw, EA, w=ww ^, ]« «oo ,证 明 wE A,. 


$ CE OX B 
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第 七 章 ” 有 界 平均 振动 函数 空间 


早 在 1961 年 ,John 和 Nirenberg 在 [1]] 中 导入 了 - -个 函数 类 ， 
BILE OE 35 Bi 2] eR CR [RI iu 2g BMO ,其 目的 在 于 能 使 我 们 引用 
下 述 结论 ; 对 一 个 函数 , 它 在 Qo 内 每 一 个 子 方 体 Q 上 依 志 :平均 的 
意义 可 用 一 个 常数 ae 来 逼近 ,其 误差 与 Q 无 关 ,而 且 在 Q ERKL 
ELI a HARARE, <p <. 他 们 的 工作 激 起 了 人 们 
的 兴趣 ,此 后 这 一 理论 得 到 了 迅速 的 发 展 ,并 在 包括 偏 微分 方程 和 
琢 数 论 在 内 的 许多 领域 中 获得 重要 应 用 .读者 将 在 本 节 中 看 到 ,从 
奇异 积分 算 子 作用 于 Lebesgue 可 积 函 数 空间 系列 的 框架 的 意义 
六 ,BMO 正 是 1“ 恰当 的 替身 .此 外 ,BMOQO 与 A, 权 还 有 着 密切 的 
关系 . BMO 是 政 ' 的 对 偶 . 检验 第 三 代 奇 异 积分 有 界 性 的 T OD 
定理 也 是 由 BMO 描述 的 


$ 1 极 大 平均 振动 函数 与 BMO 空间 


设 JE Lll), Q E RE PDI, 
c ud fr n 
RA FHE Q 上 的 平均 值 , 而 称 


0d. o l 
fa = arl .er folda 
为 了 在 Q 上 的 平均 振动 . 
定义 di f/C€LQGU. 
MË f(x) = sup fo 
M* f(x) 称 为 极 大 平均 振动 函数 ,也 称 为 Sharp RAAM. M" 称 
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为 Sharp 极 大 算 子 . 

在 这 一 定义 中 ,其 上 确 界 是 对 一 切 QCR" 取 的 .如 有 需要 ,也 
可 对 某 个 Qs 中 的 一 切 Q@ 取 上 确 界 来 做 的 .此 外 ,又 记 

M* f(x) = supfac.n 

则 称 其 为 中 心 Sharp 极 大 函数 . 

我 们 有 下 述 初等 性 质 ， 

(i) 3E f € Li R) , Bi] 

M*f(x)z M*f(x) AIM fi). x € R. 

证 明 ”第 一 个 不 等 式 是 显然 成 立 的 . 对 于 第 二 个 不 等 式 , 令 Q 
是 边 长 为 > 的 方 体 ,而 且 c€qQ.udiuQ-Qo.20.5^lQI- 
2"|Q|. 又 有 


We fle as re - fe | de [ reo = flde 
= 二 | S — faldr x ZMS), 
ĝi 
从 而 得 


igi, O = falda < i] feo — feld + I — fel 
< A [Ure Rldr + ZM feo < 2 M* foo. 
|Q | à 
由 此 知 M* fios" MË fGo. 
这 一 性 质 说 明 中 心 Sharp BCK BS C3 Sharp 极 大 函数 是 可 以 
比较 的 
GD 设 FE Li CR”), M 
M*f(x)z;2Mf(x), x€ R. 
证 明 ”由 不 等 式 
wo falda < c]. eo Ida + Mol 
立即 可 知 结论 成 立 . | 
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GID 3$ f € Lo CR), T 
M* CL f£) Go S 2M* fa). 
证 明 根据 不 等 式 
Eœ = CF Dal s IIO — 1fall + dal — AF Deal 


» E A eea . 
< IF — fal + il et VB 


& Ue = fab Bf > falde, 


立即 可 知 结论 成 立 . 
我 们 知道 ,由 SEL 可知 MfEL* CR"), 从 而 根据 性 质 Gi) 又 
知 WMAEZL (RD) .但 反之 不 然 ( 见 下 面 的 例 ). 这 导致 下 述 定义 : 
定义 设 fE Lm(R"), 若 下 的 平均 振动 是 有 和 界 的 , 节 M*f€ 
L , 则 称 了 为 有 界 平 均 振动 防 数 ,其 全 体 记 为 BMO CR"), 称 为 有 
界 平 均 振动 函数 空间 , 简 记 为 BMO ,并 分 
[f= Ilmo = NEM 
显然 ,fswo 二 0 当 且 仅 当 (x)= 常 数 a.e. .因此 ,如 果 我 们 
认定 等 价 关系 : 
fo f ARLA Alr) — flr) = 常数 ae., 
那么 BMO 以 范 数 i 上 jiswo 构 成 一 个 赋 范 线性 空间 . 
根据 上 述 定义 立即 看 到 : fE BMO 当 且 仅 当 存在 常数 CC, 使 
对 任意 的 方 体 Q 有 
«nl. [f Cx) — folder SC. 
此 外 ,下 述 定理 告诉 我 们 ,fo 还 可 由 与 @ 相关 的 常数 ao RE. 
定理 1 设 AEZeu(R), 则 FEBMO 当 且 仅 当 存在 常数 (， 
使 对 任意 的 方 体 忆 ,有 常数 aw 且 成 立 不 等 式 
iei. D — agldx «i C. 


证 明 必要 性 取 ao=fa 即 可 . 
充分 性 ”由 不 等 式 
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fg — ag] = ds re — ag ]dxr x C 
TR 


TJ, O = faldas d [feo — asldr + Jae — fol 


IQI IQ| 
< 2C. 
前 面 已 经 提 到 ZL“CBMO, 现 在 举例 说 明 L“ 关 BMO. 
例 (fER —(—o5.,09) EIE fi —In|ixl.W] ELA f 
€ BMO(R). 
证 明 实际 上 ,对 于 任 意 的 区 间 了 == (a.,5), 只 要 选取 适当 的 
a1; 总 可 使 得 - 
1 
in, nizl — ajldz < 1 
下 面 分 几 种 情况 讨论 ， 
G) Oa cb, £I] C a; — nb , W 


b 
ml |Injx] 一 lnpoldz = icu (In^ 一 Inx)dr 
7 — aj, 


(b — a) — allnb — ina) Inb 一 lna 
1 a 


b—a b—a 


Gi) —b<a Ob, dl] ar Ino, W 


| ln iz] — Inbjdz =| linja] — Inb|dz 
I a 


b 
十 | (Inb — Inx2dx = I, + D. 


I= (6 +a) + a(lnó — InC — 2) ], 


€—04 


L= 2 lim NC — Inz)dz 


= 2(— alnb + aln(— a) — a). 
gi HEEN Ltl =b a) a (Inó Inc a) j . Bl 


Inb — lIn(— a) b +a 
b+a b— a` 
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inl, Inlzl —Inbidr = 1 + C^ a) 


其 余 的 可 类 推 , 因 为 Inizl 是 偶 函 数 . (这 个 例子 对 理解 BMO 
有 着 基本 的 重要 性 . ) 
定理 2 BMO 是 完备 的 赋 范 线性 空 
证 明 Go HÉ BMO 中 的 C a 列 ， 
lim [f — fallaao = 0. 
则 我 们 有 
D 对 任意 的 方 体 QQ， 


‚im ial, |f, Gr) — fa GO) — Cf — faldzr = 0. 


ELEC CÁ Gro Oo E L' (QYPE Cauchy 列 ,从 而 又 有 
GD 存在 定义 于 QQ 上 的 函数 go Cio ,使 得 
lim | AD — Sdu] — gea ldr = 0. 
Gi) 对 于 任意 的 Q': Q 习 Q, 可 知 同 时 有 
lim | ILA = C021 — geo dr = 0, 


lim | Jea) (fiw — go (xr)|dr = 0. 
A JQ 
Gv) 由 (ii 以 及 (iii) 立 即 可 得 
lim Ca = SDa] = CA CQQ). 
现在 ,我 们 把 全 空间 R" 分 解 成 渐 增 方 体 列 之 并 ,即今 QUS 
2,0 AAKRE. HYE BL) e. ad 
[5-21 
GO 5E X ER EC 
fx) = gie) + CKQQ,IQD, r€Qi-1,.2.-). 
其 中 gl) = ga, GO. 为 使 这 一 定义 合理 , 尚 需 指 出 :对 € QUIC 
Ge ,有 
g(x) + COQ.QD — gr Cx) 十 CQQ), 
即 
gix) 一 gr ix) — CQQ) — C(Q,,QD. C) 
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[ 为 CQQ )—-CIO;,QD-C(OLQ, Tij Cf 0o, 一 Cfi 当 Mk 
colit SUP. CO QU) —2r ili X (KL! (QU $ SCC SC. gi (x) 一 
gr Gr) ,所 以 (1) 式 成 立 . 

下 面 来 证 明明 一 flawo0(% 一 0), 即 指出 , 对 任意 的 方 体 
Q, 有 


limf (F= D — Cf, — Doldr = 0. (2) 
ro Q 

实际 上 , 先 取 Qi; QD Q@ ,注意 到 

1 od (^ 
Gs = igi e coda FEQQ), 
可 得 LoT) — g(x) 一 C(Q Q) + (CDP 
= gar) — g(x) + gih g(x) dz. 

由 此 知 

| eeco -co = CRD + Pajda 


= f gede = limf Coo — oos) = o. 
Q k=] Q 
于 是 ,我 们 有 
[to — Da) — C, — Pldr 
- NAT = gia) — CQ,Q) — Co + olde 


= [UG — Goa — gaGo às. 
因此 ,(2) 式 成 立 . 


32 有 界 平均 振动 函数 的 大 小 
定理 3 若 fEBMO, 由 MO rin eus n 


[fG) 一 
r= fL LS < cH. 
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其 中 常数 C 5 f£ 5X Q-Q(O.D. 
证 明 (9 Q,—Q(0,20.5,—QNQ; i Ifi EL 


If Gn) — fal 
nj. 14 pp dz. 
4e 
我 们 有 I—l,4 ih. 


由 于 有 不 等 式 
|f Ge) — fo, | 
coram 


故 下 面 只 需 证 明 LACIS B Joe 


因为 当 zrES 时 ,有 |zl 二 2 ,所 以 
l + Ix |^! > 1 + 26-norp > 4 0 Dok D 


从 而 I, < gigo f MAC — fa, |dx. 
对 上 式 右 端 之 积分 ,又 有 估计 
| en ~ fa dr< [OS® = fal + Ifo — fa Ld 


< QA lle 一 yo 
= 2^( fld Ifa — fe D. 
上 式 右 端的 | fo 一 fo,| 可 以 用 估计 


fe SERI P 


dr < h |f) — fo ldz < Qol Ifl 


c qu 40 fo ldz 
Q,- 


Een JG) — falde < k > Ifl 


因此 ,得 到 
To G + E27) [f I Cll fl 
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其 中 C=C, MIC oo. 
k 


上 述 定理 的 结论 说 明了 BMO 中 函数 在 无 穷 和 还 处 的 性 态 . 下 
面 我 们 再 从 其 分 布 函数 的 角度 来 考察 ,这 就 是 著名 的 John- 
Nirenberg 不 等 式 . 为 此 , 先 看 一 个 重要 例子 . 

例 1 fGo-—Iixzl.I2(0,05.4 

一 ir€ li [Inr — f:l >À}, 
显然 有 
E= (ix € I; Inz — f;4722AJU (x € I, dlnx — fi à) 
= (x € I; reU) U kr € I r xen. 
当 4 充分 大 时 ,上 式 右 端 第 一 个 集合 是 空 集 ; 第 二 个 集合 成 为 
(0,e ^*^, 因此 得 到 
|E] = e ^^i 
再 根据 Jensen 不 等 式 , 可 知 
eft x [| ed 一 H, 
由 此 知 E| < T Men 


上 述 关系 式 虽 然 是 对 函数 In Le Æ RAKE CO D EIKER, 
但 实际 上 它 反映 出 BMO 空间 中 任 一 函数 的 振动 分 布 函数 之 本 质 
特征 . 

定理 4(John-Nirenberg) 设 /FEBMO , 则 存在 C1,C;7»0, fü 
对 任意 的 方 体 Q@ 有 


ir EQ: le — fal AM e Ce TE QI, A>0. 
A RREZES HRE. RITAREN 
及 fa=0, Æ I VA p t 
æ) — fall. 
代替 f(z) 即 可 . 从 而 只 需 证 明 不 等 式 
liz € Q: If Go AM < Ce Ql. 
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显然 ,对 于 4<<1 的 情形 ,我 们 只 要 取 C1==e,Cs 王 1, 不等式 就 
成 立 了 .因此 ,假定 ATI. 

取 定 任意 的 方 体 Qu, 因 为 EL(Qo) ,所 以 可 作 C-Z 空间 分 
解 ,得 互 不 相 重 方 体 列 ( M , 且 有 估计 


xil |f Go» da < 


à< 
IQ; 


实际 上 ,由 于 /€BMO, 上 述 有 庙 的 不 等 式 信 计 还 可 改进 并 如 
F: iÉ Qi 是 来 自 某 个 分 前 方 体 Q 的 等 分 割 子 方 体 ,那么 


ila Lf GO [dz < wie IF — fo ldr + Of De 


IQi| 
sio ai If Go) — foldr 十 4 三 2 +À. 


现在 ,我 们 可 以 来 考察 在 两 级 水 平 4 以 及 414=2"' 十 4 下 C-Z 
空间 分 解 中 所 得 方 体 列 {Qi 以 及 {Q*} 的 测度 估计 . 因为 每 个 QT 
dde QU 内 , 且 有 


Gf Dg = 7 Q yle |f) ]dr < 2" 十 < pu, 


"ES y i| E ldz 


iQ 
Bre LA | 为 对 一 切 含 于 QQ 的 Q 的 7 指标 求 和 ， Ue’ 为 
对 一 切 含 寺 Q 的 qt 的 j 指标 求 并 集 , 则 
"E zw, fe dr. 
由 此 知 
SPI TAFEL 


Jok jok ) 


«(x ir) [feo = Of Da da + Gf Da 
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uw " 一 1 à dl r)-— al à 
«(Xiqn) "ii ian], e /Dealdr e (Dg 
< (Do) ie case. 

jok 

即 2 IQ] « 277|Qil. 
从 而 对 一 切 j,k 指标 求 和 ,可 知 
2 x27 Qi. (3) 
于 是 , 取 4=1, 考 察 数列 
1,1 277,1 4 2 P,a, r P, ae, 
XE TEC a7 ll fluo 1, 为 估计 点 集 
Esla) = {x E€ Qi |f(x)| > a), 
不 妨 设 [Ce 一 1)2 器 =r, (IRR t 的 整数 部 分 ) 并 记 4 一 1 十 
r2" ,显然 有 1 之 ja, 而 且 
Ej CEGOC(UQ)UZ. izi-o. 
Pf f E GO | Q]. 根据 估计 式 (3) 并 重复 > 次 ,我 们 有 
[EGO | x 27" S IQi| sz 27"0Ql. 
最 后 取 
Cios 2e"), Cn2) " '. 
即 得 所 证 . 
根据 John-Nirenberg 不 等 式 , 立 即 可 得 下 述 重 要 推论 . 
推论 1 设 <p, fE LI(OUO.^ 
1 
WA = su lB [reo foldz)”, 
其 中 的 上 确 界 是 对 一 切 方 体 Q 而 取 的 WALS IA.. Eh. 
证 明 Gi) H Hólder 不 等 式 知 
1 
a of .l. (Gy o fita 
iar uem fem ng Lue - nue]. 
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由 此 立即 得 到 [FIL Illu... 
GD RZ il< , 则 


igi [feo — fol’dz 
-站 | in| € Qi [F — fal >t) ld 
C [ "rte Vtde 
B - o" [ H1 LAI. i | Pendet = CC; ^ eT Gol fil 
即 得 所 证 


推论 2 i$ /€ BMO. W f£ d£ C1, C; 2 0, fli f$ ATO C — 
C./lfli. EA FE EIE P QUÉ 


fe Cfe7 olg, <C C| 
Q 


一 1 


一 Cl QI. 


ifl. 
证 明 根据 John-Nirenberg 不 等 式 ,我 们 有 


| efin-foidx = | ce € Qi |f G) — fol 2 t) |dt 
Q 0 


[1 


" C, U RE 
«co ee Ui diriQ| = CCNI | cd 


= CC Cl el. 


TA i^. 
Bl f$ Sr BE. 

由 上 述 推 论 以 及 指数 函数 的 展开 式 , 可 以 导出 FC BMO 的 一 
个 充分 条 件 : 若 对 某 个 方 体 Q, 以 及 对 任意 的 C>0, 有 


S c M k — - 
> "T NISI dr = >œ, 
jl AEBMO. 
例 2 考虑 R'rni ERI [0,1], fE RECTA 0E. F R X 
(n | D’ RIJE 
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bos n 


OCTO , A (QR! 
5 "m NET 一 » ET C* — oo 


k=0 k-o0 


因此 ,dn|xl》*EBMO(CR'). 


§ 3 Sharp RKE, L 与 BMO 之 间 的 算 子 内 插 


H-L 极 大 函数 与 Sharp 极 大 函数 的 定义 都 是 建立 在 函数 的 平 
均值 的 基础 上 的 .因此 ,它们 之 间 有 着 密切 的 关系 ,除了 在 $ 1 中 指 
出 的 初等 性 质 外 ,正面 所 介绍 的 Sharp 极 大 定理 更 深入 地 揭示 了 
其 间 的 某 种 等 价 关系 ,并 由 此 导出 了 L" 与 BMO( 代 过 7 ) 之 间 算 
子 的 内 插 定 理 . 

引 理 5 设 fC€L^(QUD.pzxpoo.fGO22z0. HX A209 fE 
C-Z *: 8] 4 f£ (8 8 83 77 P P i A (Qd (QUU 200 DUE A 
00.4 

£0 x [ix € R; Mf) > AJ AM + Li. 


证 明 id =T, (QARK EF u FÉ C-Z 空间 分 解 ,已 知 
每 个 Q 均 在 某 个 Q’ Zp, MERR Q rE R: M fGO02 
A/4} 之 间 可 能 有 两 种 关系 存在 : 

G) Q'C(x€ RP; M* fx) A/ A) 

GD QUO Uz€ R'; MË fx) 2 A/ Aj. 

在 第 (i) 种 情形 ,我们 有 

> IGIS lr ER, M' fo) AA). 
DES 
在 第 (ii) 种 情形 ,由 于 存在 Q' BUR ES P ix € RR: 
M* f G2 A/ A) s, WEN 
] 
iQ" | 
由 此 以 及 facon 2 7 14=4/2, 可 得 


. . A 
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» l- ijieu« S` J fen = fus 


Le cR) (e gico pos 


S i 
< MUSS = fælder < gig] 


dm à LUV 
即 » I&I < A IQ. 


DECEM 
最 后 ,对 上 述 一 切 Q; 5 Q^ 作 和 , 即 得 所 证 . 
定理 6(Sharp RAKEI) i Mf € L^ (P) 1 pus oo , D] XT 
任意 的 p: po p«oo ,有 
I. |Mf Go |ds <C I. M? f Go) "dar. 
证 明 G) 由 Mf € L^u[5ll f € L^. A A-2004 & f fg C-Z 空 
间 分 解 , 记 上 *(4) 与 上 引 理 相同 ,并 注意 到 


^ Po 


ail. Lf Cx) | dc < Han le |f Gr) |^ de] ; 


"IRI £ GOLA LAUS. 从 而 得 到 


N N 
Ij P | A^^tGO0dA x IVA | A^ fol1dA 
u 9 Jo 


= z EARN” -Po < co, 


GD HLESIZEfS CAZ-0BEXED 


n, Xl (rep M* f(z) 2 4 IE 
0 


. 
十 | 72777 3)dÀ 
9 


. 
=z| aiir E R; M* f > | laa 
0 


27" 1 
十 vm A^ CA dA 
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x 
«p | AP 
0 


Ire m. M* foy mh I 
十 DESIT 
A v 
取 A-—2(p-2**"^), Bn 
NES 22 yn E E R: > IE 


在 上 式 中 令 N 一 co ,并 注意 到 第 四 章 中 的 结论 ; 
lix € R"; MfG) > 7A) |  2"tO0, 


我 们 有 
IMFI = p [v liz € R"; MfG) >à} |dà 


=p mef Vd 
B 


«cip [a rem M*fGy o o IE 
0 


= CIM fp Co2"' 7". 

HO ”上述 定理 指出 : 在 Je 7m(CR ,1 委 po<co 的 条 件 下 ,JE 
L'R MË SELIR psp<oo 是 等 价 的 .但 在 p= co 时 情形 
则 不 同 , 此 时 MAEI” 等 价 于 fEL”, 而 M*fEL“ 等 价 二 f€ 
BMO. 从 这 一 意义 上 讲 , 空 间 BMO 是 7 的 一 种 蔡 代 物 ,而 算 子 了 
一 M* 了 就 可 以 统一 地 来 处 理 L’ 5; BMO 之 间 的 问题 . 实际 上 ,有 
许多 经 典 的 算 子 是 从 L^ 到 BMO 有 界 的 ,因此 下 述 结果 就 在 这 里 
显 出 它 的 重要 性 了 . 

定理 7(Z 与 BMO 之 间 的 算 子 内 插 ) ULT Æ mA 
WESEL poo. fi HA L Qno] BMO 也 是 有 界 的 , 则 了 是 
(qq) , pq oo. 

证 明 定义 算 子 了 如下: 

Tif (x) = MË COGO. 
Gi) ESEL, WABE T/eBMO. 因此 可 得 M* TE 
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L BIT Æo, oN. 
GD ESELI, W hB T EL. A MEDEL, 49 
M* (CO € L'. 3X UH T TÆ, pA. 
根据 内 播 定理 可 知 T REGI RES pq oo. 也 就 是 说 : 若 了 了 
ELW M* CO € L'. (Bt Sharp 极 大 定理 又 得 
Vf s IMCEP S CIM* CIL. 
Bf TELBIT (q.q»l. 


$84 C-Z 奇 异 积分 算 子 的 (人 ,BMO) 型 


定理 8 设 KELI'(R"), 且 满足 

(1) IKGO IC. LER; 

GD 对 :一切 y0, A 

| us IK (x — y) — KG |dx zz Cs, 
风 TFC) =K x f(x) 满 足 
IT Fs CIL. 

其 中 C HA n CAR. 

注 ”车 应 用 Young 不 等 式 ,本 定理 结论 对 C- IK lh oe nS 
的 . 因此 ,这 里 的 关键 就 是 常数 C 与 | 开机 无 关 ., 从 而 导致 后 继 定理 
成 立 . 

证 明 设 几 fl. 记 1, 我 们 取 定 Q@ 一 Q(0.7) 以 及 B= B(0， 
24/ 77), 并 令 f fix) - faxo ,其 中 

fz) 一 Cr)XaGz)， fax) = f Xr). 


又 记 
TA) — Kx fi) 十 Kx f(x) -一 uir) 十 us Cr). 
由 fi ELRO fA 
esl; = JK * fills = BK $ Fle < Cu < GEIRE, 
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| a) dr < hullQI < 


C301Q|. 
另 一 方面 , 取 


aa 一 [Ec DÍ: dy, 


则 有 u(r) —ag= [KG K Ey] dy 
从 而 根据 条 件 (ii) 得 到 


INDIES 一 ag|dx xc MINNS — y» 一 天 (一 y)|d， 
< lel| . IKc-»- 
合并 上 述 估计 ,我 们 有 


| ah [T fi) — agldx 


KC—- vy)ldy x C,IQI. 


] 
< igi INDIES [dz 十 TRI NDS — ao |dr 
«CQ, +1). 


由 此 即 得 所 证 . 
定理 9 设 K(zr) 是 C-Z 核 且 满足 第 五 章 $5 中 所 给 出 的 条 «(t 
(D. i 
(KG), |x| >e, 
KG = | 
0. Ix] < E, 
TfG) = limf [Kr = 3) Ki Dody — (D 
9 [UT f Memo SC DLE M. 


是 绝对 收敛 的 .其 次 ,对 于 上 共有 紧 支 集 的 AE 
LCR"),(4) 中 之 积分 与 了 f(x) 只 差 -… 个 常数 . 记 (4) 中 的 积分 为 
uc Gr) WJH ulr) ux CD — Kex * f(x) 可知 ,在 有 限 方 体 Q 上 ， 

当 s 一 0 时 ,ee 在 性 的 意义 下 极限 存在 以 及 点 态 极 限 存在 , 记 为 


证 明 首先 ,因为 K(x) 满 足 (V), 所 以 (4) 中 的 积分 对 每 个 
€014 & v 3E JE 28 x 
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ur). 

由 于 对 OCecnN-o.Ko€LUGUO MORBI EXEGJE GE, 
KA (Z) 是 一 致 有 界 的 , 且 天 .满足 Hórmander 条 件 . ?得 到 

[Kex * F lomo < CILE. 
从 而 ,对 每 一 个 方 体 Q, 有 
"ei INDIES — usla) — Gia + Gs |dr S CIF. 
(5) 

A C, = [E » — Ki(— y) dy. 


Wl gi 2& EC) 可知, 当 yot, XI 2€ Q -- Som 
UN 一 Cy — 0, UT 一 Cx — 0. 
因此 ,将 (5) 式 改写 为 
IE NDS 一 LanGz) — en] — Goa + Gag — Cy|dr 
x CIl, 
Er INDIES 一 (Goldzsclul 
现在 再 令 e->0, 我 们 有 
gar hle -aldzscll 
其 中 ao 是 与 @ 有 关 的 一 个 常数 .证 毕 . 
注 设 f(z)==sgnx€1”(R'), 它 在 Ri 上 的 Hilbert 变换 为 
Hf(x)- PILTETN € BMO, 
但 Hf € L^(). 


$5 BMO 与 4, 权 


引 理 10 V pE Li (R), 1 poo, Wl eE A, 当 且 仅 当 下 述 
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条 件 满 足 : 
存在 常数 C, 对 一 切 方 体 Q@, 有 


Qi je dr ec 
Q 


L f ero- dr cc 
证 明 ”充分 性 可 从 下 式 得 到 ， 


li ned eret 
- lei PME 


l f oogen 1 

x | iQi fe dz) . 

现在 证 明 必 要 性 : 设 erE Aps | 有 
dl ALGO 7 99] — e fQ 
iQ E edr = e 


qe 
= (efte Er f edz] 


< [gis herera i fons] 
同样 地 ,有 
sls ee e 
推论 doc Li (R), M e'€ 4: 当 且 仅 当 存 在 常数 C ,使 得 
对 每 个 方 体 A 


l [ ging 二 
iQ E dr <C. 

推论 2 wC A... Inzsy c BMO 

证 明 9G) — InwCGoe , Bl w-—e*. Æ wE A, Bl] E ffE TE 1 
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pao = sup yap | Ie? — ldz 
Q 


xp et wdr «c C. 


Q 
这 说 明 oe—Inw€ BMO. 

一 般 地 ,wwE4- , 则 存在 p: 1C poo fi fd w€ A, A pxz2, 
则 «o € As; P fd A EA EIE REGEL B2, 0258€ wv 71777 € A, 
CA; , 可知 
-MGO-0D oL 1 

b—1 

推论 3 BMO= lolnw: a2:0,w€ A,j.l« pxioc. 

W E p= BAR 从 而 之 2 时 是 成 立 的 . XP Pp 
过 2, 若 gE BMO, Mhe 

p= adnw,. e2:0,.w € A; 

根据 A, 权 的 性 质 ,可 知 o— w^ € Ap. BIE, 


p= alnw = alna T}? 2 (a/(p — 1))lne. 


Inze 


lnw € BMO. 


jg 


1. iE fEZ~(R") ,证明 
1/2 


i fismo < C- sup| 去 | f dz] 


2. i C€ R' id Cf VC) GO =max{ fa), C), G'ACOGO = 
mini f x),C) ,证 明 
M*Cf N OWS (3/2) * M^ f Go), 
M*CGf A C) G2 (G/2) M* f Go). 
3. 证 明 : 对 s>0, 存 在 C CO 0, RE RIOT SET Q, 一 Q(zxo,6) 以 
k f€ BMOG? f. 


[f(x) — fal CC) 
lor per mU wo. 


4. 设 0<a<np=1/e, 证 明 分 数 次 积分 算 子 大 满足 
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[LE f lleno sC 
提示 : 只 需 指出 M? GJ (Xx) 和 CMf a). IES RSR, 
r) E f= Piso Fleva fi So HEE | GLK Oo | CM.f GO 
Lf — Lf | «€ CM.GO. t€Q, 
其 中 的 积分 值 估计 均 需 分 解 积分 区 域 . 
5. 设 AEBMO ,而 y(x) E 


CC 0. 
《1 十 je pyte 
WEB] [gi FD 1C lemos £270. 

提示 : 9 RQQR, tHE 

f= f — faxMo + (S — fo Xero + So. 

6. it FEL NBMO, EB] FEL CR). 

提示 : 应 用 C-Z 分 解 以 及 本 N 不 等 式 . 

7. 设 f € LL GRO. ETE TE AZ 0, 8 G3 — UL UE R, A 
Il LFIXollmosc A MERH FE L^. 


Bg. 只 需 指出 : 对 任意 的 Q ,有 1 [feo drca. 为 


IQi|=21Q|. 


DOES f pdr = 0, 
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第 八 章 ”向 量 值 不 等 式 与 Littlewood-Paley 理论 


以 上 各 章 讨论 的 都 是 关于 取 纯 其 值 的 算 子 有 界 性 不 等 式 , 实 
际 上 还 可 以 把 它们 推广 到 取向 量 函 数值 的 情形 . 这 -工作 不 仅 本 
身 有 意义 ,而 且 还 可 应 用 于 其 他 课题 的 研究 . 例如 在 Fourier 分 析 
中 出 现 的 非 线 性 算 子 ,其 中 大 部 分 都 可 以 看 成 其 值 域 为 向 基 值 函 
数 的 线性 算 子 , 即 所 谓 可 线性 化 算 子 . 因此 ,在 本 章 末 尾 将 从 这 一 
角度 来 介绍 Littlewood-Paley 平方 积分 函数 理论 ,以 及 在 乘 子 理 
iÈ .Carleson 测度 上 的 应 用 . (进一步 的 应 用 ,可 见 参考 文献 [8]. ) 

作为 先导 ,让 我 们 来 看 一 些 例 子 . 设 本 是 (p,p) 型 ,那么 最 典 
型 的 向 基 值 不 等 式 的 推广 就 是 


| > Tf ,< 


" 
C (Sion, 
EW f(x)= Ala) fi em fia) ME 
TfG) = (TAD Tfaa), e TAa) es 
W ExRAR SECRETS CE TEA L ZARE 
ZECA s CHICO. 
特别 x 二 2 的 情形 是 人 们 最 先进 行 讨论 的 . 
早 在 1939 年 ,Marcinkiewicz 和 Zygmund 就 指出 ([1]): 若 线 
性 算 子 了 在 全 Qm EAR: 则 有 
(Jro) < ril So] pel. 
实际 上 ,只 需 证 明 上 述 不 < 等 式 对 充 分 大 的 N, nnm" 
立即 可 ., 记 5 为 R" 中 的 单位 球面 , S C) = Sala), faa) e, 
fx GOD Tf G2) 9 (Tfi GO ,Tfr(X)), 则 由 工 的 线性 性 质 ,可 知 
TOO fa =y Tf GO , KB y E R 中 的 单位 向 基 . 从 而 得 
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INE TJ) | dz x Iri] iy e fi» |'dx. y' € X. (OD 


现在 利用 公式 : gc RNO) VÉ 
fiy *acol'ày = Clalfz. 
(注意 ,C 天 0 且 与 g 无 关 ; 可 能 与 N 及 p 有 关 , 但 这 没有 关系 , 因 
为 C 将 消去 . ) 
因此 ,对 (1) 式 两 端 在 三 上 对 y 作 积分 ,可 知 
€ |Thear SCIT | ceolazr， 


即 得 所 证 . 

注 在 上 述 向 基 值 不 等 式 中 ,是 同一 个 算 子 T 对 各 个 分 贡 f. 
进行 运算 的 ,从 而 自然 会 考虑 算 子 族 了 = (Ti Tonos nom 
JE. 也 就 是 说 , 若 有 一 线性 算 子 列 {7,) ,满足 

IT. Kd, S CIE, G 一 1 2，)， 
我 们 问 : 是 否 成 立 不 等 式 
(Erron psd Ziro 
当然 ,p= 二 2 是 明显 成 立 的 ,而 p 关 2 的 情况 就 要 复杂 一 些 , 请 看 下 面 
两 例 . 
例 1 定义 LCR') 中 的 平移 算 子 

T;f (x) = fix — i), 1=1,2,.. 
如 果 上 述 不 等 式 对 某 个 上 >? 成立, 那么 我 们 把 它 应 用 于 fi(x)= 
Xi -DCz)G 一 1,2,…，N) ,可 得 到 


十 co 
ICN X.C Dll x c| > ACD) |?) 1/2 
i=l 


由 此 知 
NV LCN”, pl. 
但 这 对 充分 大 的 N 是 不 可 能 的 . 
另 一 方面 ,如果 不 等 式 对 某 个 上 天 2 成 立 ,那么 我 们 取 GO — 
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Í: Cx) mt = fyl) = Xion Cr? ,使 得 Tfi Cx) = Xp 41T) ,而 由 此 
将 得 到 
Ni CNY, p< 9. 
这 对 充分 大 的 N 也 是 不 真 的 . 
例 2 对 于 R" 中 的 长 方 体 已 , 记 Sp 是 由 符号 XpCzx) 定 义 的 部 
分 和 算 子 ( 乘 子 )， 
SN AN 
(So 站 (6) = LOND, EC R, 
则 有 
ui 1/2 L3 1/2 
(Assor ^] «cl 3c", 
i=] i=] 
其 中 人 {Pj} 是 Rr" 任意 的 长 方 体 列 . 
证 明 XR 中 的 向 量 a — (asaza) E 
Pa = [a,,09) X [as,00) X … X [Lasyco). 
因为 Fourier 变换 等 式 
. 个 
(Sp Ce 9 F(a))9 CE) = Xp C H DNE a) 
成 立 ,所 以 有 
Sp f(x) = Ee. Sp (e ? fCy)) n). 
从 而 问题 转化 为 考虑 Sr. 显然 有 
Gp 05) = Xp s CO EDIE, EER, 
若 记 Hi Æ e= (0,0, 7,0, 1,0,7,0)77 88 ER Hilbert 变换 ， 
则 
IAN AN 个 
(d + iHD), 一 《1 + sgn) f C£) 一 2Xro COM CED , 
其 中 1 是 虚数 单位 ,f(&i) 表 示 f Xis ttt Tal Sa xpi tt Tn). 因 
此 ,Sp 又 可 写成 
p = 27 HQ * U HiH) s S (+iH,). 
现在 ,假定 Pj-— (ai ,00) X X (a ,oo), Hi a? — (aj, 
pa ) € Ri T Sr 是 在 L'OU) EARRA T, KORWE 
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前 面 指出 的 Marcinkiewicz 和 Zygmund 的 结果 ,得 到 
十 co 
| 2, DZA |?) 1/2 


+o 
«c Scr)" 
j-1 
如 果 Pj 二 la bU) XX la bp) 那么 令 
pe = (af? ,oo) X + X (af? ,oo), 
P = (BP oo) X - X Qoo), 
我 们 由 Fourier 变换 关系 , 易 知 
Sy f = Seef — Synf, 
从 而 分 别 归 结 为 上 述 情形 . 证 毕 . 


b 


Ie QD 1/2 
(Slsp c" fio» clt] 
J= 


P 


p 


81 加 权 模 不 等 式 与 向 量 值 不 等 式 


我 们 曾经 指出 ,H-L 极 大 算 子 M 与 C-Z 算 子 了 满足 下 述 不 


等 式 ; 1<p<co， 
f. [MfG eGodx < c,|.. Lf Go» | Mada, 
| IT fc) l'w()dz < Cp, | FG |^ A. Qo) Gd, 


其 中 , AGw) GO — [M Ge) GO T^, s1. 


本 节 将 利用 这 些 不 等 式 来 推导 M 与 了 的 向 量 值 不 等 式 , 无 
疑 , 这 是 十 分 有 趣 的 结果 . 此 外 ,我 们 还 希望 通过 其 中 的 详细 演算 ， 
读者 能 进一步 了 解 到 处 理 算 子 数值 函数 不 等 式 与 向 量 值 不 等 式 的 
异同 ,这 对 后 文中 某 些 结论 的 简要 介绍 的 理解 将 有 所 助 益 . 

定理 1(Fefferman-Stein)([2]) 设 有 定义 在 gm 上 的 函数 列 
f GO Gi GO fats ,f(z),…), 相 应 地 考虑 序列 Mf GO — 


(Mf GO MfG) st, MFC) s) Wü 
HMAC ih S CIA Coll 1<r p<, (2) 
HF C=C, p) 5 f AR. MESE C-—CG.D. f£ 
Al {x € R': (MAO > VS CMAC (3) 
A> 0L ar<, 
证 明 — ví fei. Eo = |l fle A lS) lle, MFGo-— 
IMr A&M lr, 下 面 分 三 种 情况 讨论 : 
G) pr. 此 时 ,(2) 式 立即 由 下 式 得 到 


Ware | MA Jdr < CS f fn) dr 
k=] k=1 
=C | IE) ldz = CIIFIL. 
E 


Gi) p>r. 首先 有 


IMEI, = MEY = sup 


l/r 
[ RPG Tecods | ， (4) 


其 中 pE LO Qn) B EUSECT. 利用 第 四 章 定理 2 后 面 的 应 用 例 , 可 
知 


m" 
(4) 中 积分 二 25 | LM) loo [dz 
ic 


qoo 
< 3 Li GO l'MgGo)da 
R= 


=C | FG Mgaodz 


< CHE larll Mel cor 
< CIEI Ieo < CIEI. 
由 此 即 得 所 证 . 
Gi) p«r. 此 时 ,如 果 我 们 能 够 证 得 (3) 式 成 立 , 那么 根据 
Marcinkiewicz 内 插 定 理 , 就 可 知 (2) 成 立 . 
为 此 ,对 A0fE F H C-Z 分解 ,得 2= | Q,, 且 有 
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IQ] «lFl/As Fa) Sà, x € RNA; 
1 
IQ; 
4 太一 如 十 和 如 ,其 中 
BCL) = firXea rT), hil) = fa GO XaCo). 
X id Gad = lead MGD = ||Mga) lli» ,同样 地 ,对 (有 
H G255 MH GO. BY. Mf GO s Mgs GO + Mh Go) li st iE Bj] 
MGGO.MH GOWIS8 LCE hB nf. 
为 估计 MG. r1. B OHIMGIILCIGIL.. X. B 2 RBS TE 
KB GI CA" EMG. 从 而 有 
X|(xz € P; MG) > A S CX! Fl. 


n F()drz 2A, jed.Q.ee. 


即 得 所 证 . 
为 估计 MH, BS 
T dl 
ÁG) = | da INESSE 


Mw Fer), MEC) f(z) 的 关系 如 上 面 所 示 . 注意 到 suppE C 
2, 对 xEQ, 根 据 Minkowski 不 等 式 可 知 


Xe Cy) * 


T H 1 ~ 
Fa) <- "dye == | FOdy x 274. 
D < 1g; h lA dy = ga [, Food c 2 


Jf LEICA (Oc Cx IE. 55 Bü I BI ERE — FE, grt xum 
得 
Alix € R; FGo >A | S CIEI. 
下 面 的 问题 只 需 指出 : 若 记 2= |J Cn), IDE H kA 


Mh,G) « CMfÁG), a.e.r € RĜ. (5) 
为 此 , 取 定 方 体 Q,zEQ, 并 记 
J—0U:Qnq; sg. 
我 们 有 
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igi | 0214» = Tei È lena lao) 1d, 
此 时 ,因为 <EQNBCQN2nQ，, 所 以 Q,C iQ. 于 是 上 式 有 端 不 起 
过 
1 ~ 
181 2]. DISILTES TRAR IAO) 1dy 


e JEJ 
< oi | AO ldy = Si | AO Idy 


< CMA G). 
由 于 Q 是 任意 给 定 的 , 故 (5) 式 成 立 , 证 毕 . 
注 ”1980 年 ,Anderson 和 John 给 出 了 上 述 定理 的 加 权 形 式 
见 文献 [31): 
G) 设 1x eoo , 则 不 等 式 
Xw E R: [MEO > AD S CECO Hen 
R4 HA wE A,. 
Gi) 设 1<p<coe, 则 不 等 式 
lEMA CO W lta uas S CECO Dr Mute ua 
ALI BU we A,. 
定理 2(Córdoba-Fefferman,[4]D | WE (K;GO) Æ C-Z 核 序 
列 , 且 它们 的 C-Z 常数 是 一 致 的 , {7T,} 是 相应 的 C-Z 奇异 积分 算 
子 序 列 , 则 
MTACI CNN, 1<r p<, 
(6) 
HP C=C, p) fS Aala), fala), 万 (z)，) 无 关 ( 人 参 
R2 D. 
证 明 应 用 对 偶 原理 ,可 知 (6) 式 对 指标 por 成 立 等 价 于 对 指 
标 p' ,二 成 立 ,其 中 
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从 而 不 妨 假定 pr. 

当 p=r 时 ,此 时 (6) 式 实际 上 就 是 第 五 章 定 理 10 在 无 穷 序 列 
情形 的 一 个 简单 推广 . 

当 plr 时 ,此 时 (6) 式 左 端 为 


UA r 
f (SIT) i") gode: ^ 
ge j=1 


其 中 gEC oBllalo-»scl. s: 1<s<(/ ,根据 第 六 章 
8 3 中 第 1 小 段 中 的 例 , 上 式 积分 不 超过 


十 co 十 co 
Sf I7, f, GO | lga) ld c». Lf; Go) lA GO GO de 
J71 


j=l 


sup 
g 


« CI f Colle A le) 
< CHACO ilge) 
Bp £8 AHE. 

注 上 述 两 例 中 的 权 函 数 均 属 4, 权 ,关于 AGI DBUG AA 
下 述 结论 : 

设 {Tj} 是 可 线性 化 算 子 ( 即 存在 线性 算 子 了 了, 它 取 值 于 某 个 
Banach 空间 B, f (8 Tf (x |= VT f) ll. ) 列 ,对 某 个 固定 值 n 
1, 以 及 每 一 个 w€ 4,, 这 些 算 子 在 L(R",w) 上 是 一 臻 有 界 的 , 即 
其 中 常数 只 与 zw 的 A 的 权 常 数 有 关 , 则 对 一 切 1 二 p,q 二 ,有 


| Sinso” ,<dl Sor” 
WED — ; 


q' 


$2 向 量 值 奇异 积分 算 子 一 般 理 论 简介 


有 一 种 重要 而 有 意义 的 向 量 值 算 子 的 情形 ,并非 来 自如 前 几 

节 所 述 的 算 子 (p,q) 型 的 直接 推广 ,如 本 节 将 要 介绍 的 向 量 值 奇 

异 积分 , 它 的 卷 积 核 本 身 是 取 值 于 算 子 的 ,而 积分 就 是 向 量 值 . 不 
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过 在 这 里 ,我 们 不 准备 详细 地 展开 ,而 只 作 一 些 必要 的 陈述 ,因为 
这 些 内 容 是 不 难 理解 的 ,而 且 就 我 们 的 目的 而 言 ,已 经 足够 了 ， 

it H J^ Hilbert 空间 ,其 中 内 积 记 为 (…), 模 记 为 | a 
=C, OV 对 一 个 定义 在 Rr LARET H MER S, mRNK 
ASADA A € H ERI DURE TRU A UPE /是 可 测 的 对 于 可 测 
函数 /, 记 满足 

MEO ale = ([ lhd} <, 1< mo 


的 S Z RIRH LOR, H). E, L” R, AD H E 
MACO lallo = ess supll fly « co 
rE d 


zz f. 
设 Hi o’ HÆNA Hilbert 空间 , 记 从 五 到 五: 的 一 切 有 界线 
TE SE-E BI AR POS BH, HD , 它 是 一 个 Banach 空间 ,其 中 7T€ 
BOT ,五 ) 的 范 数 为 
ITA lu, 


T 一 UNT. 
| [ncs as sch, Im 


一 个 定义 在 R" 上 的 函数 且 取 值 于 BH 万) 的 函数 天, 对 于 
A€ Hj, KGo-A 是 取 值 于 已: 的 可 测 函 数 , 则 称 玉 dé up i eg 
X. E K 是 可 积 的 , 令 
Tf) = [Kc — yyfGdy, f € L'Q' Hy. 


此 积分 是 五 ;中 的 一 个 元 , 且 易 知 对 几乎 每 一 个 € RE Hrs 
收敛 . 此 外 有 


(T£ Gu, < [AK Gr llo, asl Q2 ln do 
进一步 还 有 
MITAC erll < MK C Haan, ali * MACO Mas hy 
向 量 值 函数 的 另 一 个 重要 概念 是 Fourier 变换 . WE SELOR, 
H), XH Fourier 变换 为 
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fé = [e ronda. 


这 里 f 仍 是 HARK, HA 
MACO alle < MIEC hal. 

F ,3E DL 8 — 8, LCR, HO HB Plancherel 恒等式 
也 成 立 . 

为 了 探讨 向 量 值 算 子 的 一 般 情 形 ,还 需要 相应 的 
Marcinkiewicz 内 插 定理 , 它 是 数值 情形 的 一 个 简单 推广 . 

定理 3 设 了 是 一 个 次 线性 算 子 ,定义 于 具有 紧 支 集 的 有 界 
BER L (R",H1), 取 值 于 石 : 值 之 可 测 函 数 空间 . Xp f£ € 
LER, HOA 


G HER: ITA la, 3) ESI Nl, A205 


GD Gre Rs ITF ls >A (| ILI OM I] «x, 
则 有 
MITAC le l < CAICOS s 1p mr. 
证 明 ”我 们 的 方法 是 将 向 量 值 数值 化 ,然后 套用 已 有 的 内 插 


定理 . 为 此 , 令 
| 0， f(x) —0, 
F(x)—3 fx) 
IFz, , fG) 天 0. 
并 对 数值 函数 B GO KBAT T.: 


Tegla) = 17CFCz)g)la 
DAAT T 是 弱 (1,1) 型 以 及 弱 (r,r) 型 的 , 且 其 界 常数 和 CC 
现在 ,对 他 应 用 原 有 的 Marcinkiewicz 内 插 定理 , 即 知 
ITgl, < Clels, 1<p<r. 
从 而 以 上 fz) a 代替 g(x), 即 得 所 证 . 
下 一 重要 结果 是 关于 B-P-C 原理 ( 见 第 四 章 §$ 2) 的 向 量 值 推 
219 


广 ,其 证 明 除数 值 化 处 理 外 是 基本 上 上 类似 的 ,因此 略 去 . 

定理 4 设 了 是 一 个 线性 算 子 ,定义 于 7 (R ,ED), 取 值 于 
已 : 值 之 可 测 函 数 空间 . 若 有 

O Hae m ITF Gol o 3 Ec SN al) ， 

GD 对 于 支 集 含 于 球 BGurnUu. ERS BÓ HIAR 
"Brad 


| ITA Mas dae < CAMEO hhh, 
R'NBGQ Cs 


其 中 C,C,51H5 f 无 关 , 则 有 
Iz € f. TF OD > AM < SN Nh A 0. 
注 根据 上 一 定理 ,又 立即 可 知 
TACO le ll S CHACO la lo 1<p<r. 
我 们 知道 ,上 一 定理 的 直接 应 用 就 是 研究 卷 积 型 积分 算 子 ,其 
中 条 件 (ii) 则 转化 为 著名 的 Hórmander 条 件 . 因此 ,推广 到 向 量 
值 ,我 们 有 (相应 于 第 五 章 § 4 定理 9) 
定理 5 设 KK(z) 定 义 于 R 且 取 值 于 BCH, H), BE K Æ 
可 测 的 且 在 紧 集 上 是 可 积 的 . 对 于 FE LG" H0, 
Tf(x) = [KG — y» fG)dy. 
TUR 
G) XE 718 
HT FCD M S CMI Nad, f € LOB 
D [MK Gr) - K GO la adr Co y#0, 
则 对 一 切 1« «oo, 
MEEO la ls S$ CHA) ls la- 


现在 ,我 们 转向 向 量 值 Calderón-Zygmund 奇异 积分 算 子 .为 
此 ,引进 C-2Z Eg X. 
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定义 设 K(z) 定 义 于 R^ 且 取 值 于 BH, H), KN 
的 且 在 RNO EERME. 若 满足 
CD 存在 常数 Ci ,使 得 对 于 任意 的 0<e<N, 有 


MENTIS 
且 对 任意 固定 的 入 ,以 及 每 一 个 hE€ Hl, 极限 
lim| | KCz)dz| ch 

Ee-0 e Ix|«N 


«C 
BKH HD) 7 CP? 


存在 ; 
COD 存在 常数 C;, 对 每 一 个 hEH 且 Ihlis 委 1, 以 及 一 切 RD 
0, 有 


| » |æ [Khl dx < CR; 
D 存在 常数 Cs, 使 得 对 于 > 天 0, 有 
| lz 7 7 KGO lan asd < Cs, 


Jul £k 及 (z) 为 向 量 值 Calderon-Zygmund 奇异 积分 核 ,简称 向 量 值 
C-Z 核 ， 


对 此 ,我们 有 
定理 6 设 玉 是 向 量 值 C-Z 核 , 令 
TS = | KG 一 /opdy， 
则 有 


WT CO la, la SCHO la ls 15x, 
其 中 C=C 只 与 p 以 及 C-2Z 常数 有 关 . 此 外 , 当 :e 一 0 时 ,Tey 在 
L'R, Hom Sx RRRA Tf v NU 
WT FC ele S CHACO lo 
证 明 本 定理 的 证 明 思路 与 第 五 章 § 4 定理 10 基 本 相同 , 故 
略 . 
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$3 Littlewood-Paley 理论 初步 及 其 应 用 


3. 1 PARIAR 


在 这 里 ,我们 将 介绍 向 量 值 奇异 积分 算 子 有 界 性 估计 的 某 种 
应 用 , 即 Littlewood-Paley 关于 所 谓 平 方 积分 函数 的 理论 . 这 种 形 
式 的 函数 首先 出 现在 Kaczmarz 和 Zygmund 关于 正 交 展开 (一 
维 ) 的 几乎 处 处 可 求 和 的 研究 (1926 年 ) 中 ,本 世纪 30 年 代 , 经 
Littlewood-Paley 的 重要 工作 , 现 已 成 为 以 他 们 的 名 字 命 名 的 系 
统 理论 . 

平方 积分 函数 中 的 典型 例子 ,就 是 所 谓 g- 函 数 ,由 R EHI ER 
数 的 Poisson 积分 之 梯度 构成 ,是 一 个 非 线性 算 子 . 其 目的 是 公称 
通过 其 Poisson 核 的 性 质 来 获得 该 函数 的 ZL” 模 的 某 些 特征 ,从 而 
为 研究 算 子 在 L 上 的 有 界 性 ,几乎 处 处 存在 性 以 及 L^ 3e 09 76 
分 条 件 提供 了 方便 . 具体 地 说 , 设 AEL CR), iH Poisson 积分 为 


u(r,t)-— [POS — ydy, rE R, 0. 
以 了 表示 梯度 运算 , 则 


2 
[Yulr,t) |? = ES + |Vulzr,t) |’, 
; c4 | 8u |? 
V 2 一 二 
| ur,t) | > ar, . 


c 1/2 
gU) = (f [Vuce lade | . 
它 与 f 的 L*(R") 的 模 有 下 述 关 系 : 
GP lg CP Ms /Vv 2 NF, £€ LO, 
GD Cil filsslig AN lC] FEL (OU. 
上 述 之 (i) 说 明 算 子 g 在 CR") 上 是 拟 ( 除 一 常数 倍 外 ) 等 距 
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的 . RGDA gOS SAEN L 模 . 下 面 来 证 明 这 两 个 结论 . 
G) 注意 到 


uGsD = [fone mte dy, 
à I. 一 2n|y| f (ye "e dy, 


oz, 一 r — 2xiy, f (y)e Ie dy, 
k 
Z^ 
lecoit - [4]. eoru 
d 0 
-| ife 


E [1 f. | Fo) |!e iris tgge |y |l/dy NA 


È uce, t) 


Sule, t) dr tdt 


-if feja l 
= 4 [IFO pade = Tun. 


即 得 所 证 ， 
Gi) 需要 证 明 的 有 两 个 不 等 式 , 不 过 有 了 (i) ,实际 上 只 需 证 
明 右 端 不 等 式 即 可 ,这 是 因为 我 们 有 下 述 一 般 性 的 重要 结 


定理 7 i H Æ ^ Hilbert 空间 .车 了 了 是 取 值 于 H 的 线性 
算 子 , 且 有 


WT fC) lal = All. 
则 由 不 等 式 
MTA Cl fe€rnr,.s ixe«e 
可 推出 
flle s: CA "WT Aal 1/p+1/p'=1. 
证 明 由 条 件 不 难得 出 


A NIST . gdz = |[ eren Te Good 


< fT rec la dz 


< TFC Hlal Te Col 
< MTA lale » Cllell,, 
其 中 (表示 H 中 的 内 积 . 
因此 ,在 上 式 中 对 一 切 满足 |gl, 似 1 的 g 取 上 确 界 即 得 所 证 . 
为 了 将 此 结果 应 用 于 g- 函 数 , 只 需 引 进 H — L'O ,tdi)， 
TFC) — VP, * f GO, fi EG SE RB dE up PASS D LIVE CO Hallo = 


OU / ^ 2 )| fla. TÆ, X T EB] GO PAIS AESR PLE HB 
le GO, < cfl. f € La». 
然而 ,现在 仍然 不 急于 来 证 明 这 一 结论 ,而 是 进一步 将 这 一 经 
典 的 课题 纳入 更 一 般 的 框架 之 中 , 即 借 助 于 Poisson 核 函 数 的 性 
质 将 其 写成 纯 卷 积 形式 ,并 建立 向 基 值 结构 . 
引进 函数 


a 
yz) 一 abo) PT 


% - [3P xy Gr) = t£ (p, f). 
从 而 可 知 


gU) = f t | 号 wz 


2 172 op 1/2 
aJ” - [feret 
0 
同 理 , 若 记 di (x)= (9/8x)0 P1 Cx) (1,2, 22, M] 
gio) IE 
0 


2 1/2 
dz) 


ulant) 
oo 1/2 
zx GO. x fo 1 2 ; 
o t 
HU 
(e CO zr) =| {CG x Foot 十 SG. * fa» Jf. 
0 rms 


224 


从 而 问题 转化 为 研究 平方 积分 函数 
ge) = | |p * f Go |? e p(z) 一 cg 三 | ， (7) 


其 中 的 函数 p, 参 照 Poisson 核 ,提出 应 满足 下 述 三 个 条 件 ; 
(LP, e€ LG"), | ez)dz=o 
(LP; IDILE [x D77"7*, a0; 


(LP), f. (grt y) — 9G ldzClyl'. y€ R70. 


并 称 2 为 Littlewood-Paley 函数 , 简 记 为 站 -P 函数 . 
易 知 前 述 之 y 与 图 EE L-P 函数 现 以 % 为 例 阐明 如 下 :由 
$C) = C|£je7 tt 
可 知 9%(0) 一 0, 即 (LP); 成 立 . 对 于 (LP)。, 只 需 注意 估计 式 
IgG SCA [xz] mn. 
而 从 佑 计 式 
IVE KCl Qd Ix] cet 


立即 可 知 (LP); 成 立 . 
现在 ,根据 (7) 式 , 易 知 为 建立 向 量 值 结构 , 需 引 进 (0,co) 上 以 
dt/t 为 测度 的 天 空间 , 记 为 五 ,其 范 数 为 


int, = [ino SIT. ne n. 


TÉ. Tf) —K* f(x) 会 9g, x fix), Km KGo€ 
LOG", H) ifi vp r5] Et ep ELA SET BRDUL EROR RE g-A XC, 
纳入 $ 2 定理 6 WER, Bel 由 TFG) Hull, 

根据 L-P 函数 2 所 具有 的 性 质 ,应 用 Fourier 变换 的 工具 是 
方便 的 ,我 们 有 

引 理 8 


NECS «C, tc R. (8) 


证 明 G) 首先 估计 IE I. 为 此 ,分 两 种 情况 ， 
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对 |&| 较 小 的 值 ,可 知 
i198)| 一 [cote 一 idz| 


一 2rirc — 
^ Uaec t NEM 19) le 1|dx 


<2rloh ete c [Late 
HI 1/2 


« C|8|^, 
其 中 g—min(1/2,2/2)20. 
对 于 |#| 较 大 的 值 ,注意 到 P(z 十 y) 一 p(Cz) 的 Fourier 变换 是 
9) Ce 一 1) 3i y 6/018] , 则 得 
21g | e IMS +y) — 9G) ldr « CIEL". 
Gi) EX Rr CO Ze 151 =1, 从 而 有 
L Igue» |: 8 | ce 十 | ccd = C, « o. 
0 t 0 1 


由 些 引 理 ,我 们 立即 可 得 
定理 9 人 是 从 LDGOS (CR" ,五 ) 的 有 界 算 子 . 
证 明 根据 引 理 8 以 及 Plancherel 定理 ,我 们 有 


[Ke fools — [IE Ime reor S aa 
= [oie reas] 


- MIN $t |*| f c de] $t 


< CIF, 
BER HET ÉC lelles uf lo. 
注意 , 若 是 一 个 向 径 的 P-L 函数 ,如 同 Poisson 核 函 数 时 的 
情形 , 则 土 述 定理 之 结论 又 可 改 为 
推论 设 9 是 向 径 的 P-L 函数 , 则 
WITA lale = CIE. 
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证 明 在 上 述 定 理 的 证 明 中 ,我 们 看 到 
MTA = fcf igo Sae. 


而 由 于 9p 仍 为 向 径 函 数 , 故 上 式 中 的 内 层 积 分 实际 上 等 于 


| lea» 1: E = 
o t 


最 后 ,对 于 一 般 指标 p, 也 有 相应 结论 . 
定理 10 RT EEIE, W 
WETA lal S CIl -1< p<. 

证 明 前面 已 经 指出 ,处 理 这 一 问题 的 方法 是 将 其 纳入 向 其 
值 奇 异 积分 算 子 的 框架 . 为 此 ,根据 定理 6, 我 们 只 需 指 出 核 K 满 
足 向 量 值 C-Z 算 子 核 的 条 件 : 

CD 注意 到 

| end 二 一 NECS 
故 由 性 质 (LP): 可 知 


CN" 
IMECESE Qa Nye 


从 而 得 
|], eee], m e: 
COD 根据 性 质 (LP): 还 可 推出 
IK Gola S Cx". 
从 而 又 有 
| ule MK Oly da < CR. 


(4) 对 于 Hórmander 条 件 , 只 需 指出 


co 172 
| (| lg 一 y) — eG»: € dr xi C. (9) 
Izb»21»] Udo t 


ÉL B OPE Iz 2 y BER | — yl Lyl /2. 
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|- 

t 

La B Ceca 
<c +18) 7 

«c(t T, 


其 中 , 取 e: 0<e<min(a,7Y ,n). 
其 次 ,我 们 有 
(DREH 一 | le E e el F 
IFIP- PE 


1/2 


x [lec - 5 - «cor t] dz 
0 


e 1 
| | 六 | dz) 
lx}>2lxl 


" dt V 
x | ES =ef lac 一 y) 一 a)? d Jas 
Ix 2]»l 0 t 


<Cjy un. 


I^ 


/=| aeenlldez]- d entes 
<| ieenlfeldez2]- dz et te 
«c pef. |l- d£) ad 


i t" * 2lelh m 
Mot 


t 


«cli E tcf eri 
yl 


平方 积分 函数 的 另外 两 个 基本 例子 是 面积 函数 SUO G0 ORT 
gi - VA. 
S,CÉ) (zx) = I... lg x fy) lt "dy à 


go Ch) (Tz) 
1/2 


[qx fl e| =) ed | i 
E MU y t+ |z — y! MP ,ÀA 2» 0. 


其 中 p 是 L-P 函数 ,T(zx) 是 RS BEI x€ g 为 顶点 的 (无 限 ) 锥 : 
DG) ((G,0 € RV, |r y| <t}. 
下 面 介绍 以 上 三 种 平方 积分 函数 之 间 的 关系 ， 
定理 11 SOl C HF llo. Æ p Ær eS X. DU] 
ISA l=C]Fl | 
证 明 记 B=8(0,1), 则 


| LS Pda 
-fo 
-J eror jale] 


=C | Lgs Cf Cx) Jdz. 
由 此 知 ， 


ISsC = Cle lle; 
即 得 所 证 . 
定理 12 G) SUO GO XICigza Gs 
Gi) A>n/2,2 Sp <t, H 
hega Ple S Coal fh. 


Q 4 n=1H 93 Poisson 核 函 数 时 ,Se(CP(z) 表 示 与 Ta) A É OR R 0 di 
积 . 它 在 描述 调和 水 数 的 边界 极限 问题 中 有 着 特定 的 作用 . 
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证 明 O 只 需 注意 在 T(z) 上 有 

j 2À | 24 

arem zi ' 
Gi) 首先 ,对 wGOZ OR 

[Gaza G0 Ye Gode 
< Gf as GO Y Me Gode (10) 
这 是 因为 上 式 左 端 等 于 
MINNIE 
- Mie ror 


"wc Xil € 
f w(x) E dal 2 dy. 


X sup 

100 
所 以 只 需 指出 
- Lou ^ ， 

sup([ 7 w| — | dz |< CMw(y) 
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BD uf. 为 此 , 令 


i 1 2A 
plr) = ee ， 
则 在 题 设 条 件 下 ,VEZICR") 且 是 递减 之 向 径 函 数 . 从 而 根据 第 二 
章 $4 定 理 9 可 知 
sup| GOV o — z)dx xi CiMw (x). 
其 次 GEH w(x) 寺 1, 则 有 
lega 601; S Cillgs Clo. 
对 于 2>2, Wq 满足 
dq b 
HX OO SEHR Z w 满足 lol, 委 1, 则 由 H-L 极 大 算 子 M 的 (g,g) 
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型 ,可 知 
[Ls D GO FMw dr < ls CD NI Mw, 


< CIFIIMwI, < Cl well, = CIAR. 
而 于 (10) 式 之 左 端 ,对 一 切 ||wjj, 和 1 取 上 确 界 , 即 得 上 gy GO ML. 于 
是 有 
lg Cs S Call fh,, 2« p«oo. 

定理 13 [SANS] 1« «oo. 

证 明 HX Hilbert 空间 H 为 

H= (h: lla = (C [ _ oD ldy St 
并 注意 到 $ AO) AAE A 


oo . dt 1/2 
sw = |SS frae miras EY. 
0 J Ivi 


1/2 


co. 


WB KD ELR H), E K =g 2 —»| t KAFEO 
的 证 明 , 易 知 K JE— ^ Ie BER CZ 核 . 从 而 ,根据 $ 2 定理 6, 即 得 
所 证 . 
推论 若 ? 是 向 径 L-P 函数 , 则 
cl & ISO 1 pr mo 


证 明 ERISA I; — CIF I; TR IE TE 7, 即 得 所 证 ， 
3.2 Hoórmander 乘 子 定理 


现在 ,作为 Littlewood-Paley 理论 的 一 个 应 用 ,我 们 来 介绍 
Hórmander 乘 子 定理 : 
定义 k mOOJdÉEXdrRm 上 的 函数 , 若 存 在 常数 C, 使 得 
G) IaH KC, LERNO); 
Gi) ref |D'm D» |'d&C, Jel <k, 
regem 
其 中 多 重 指标 a= (Q yazy ao) ,而 且 ET =a, Ha + e +a, a; (一 
231 


1,2, yn) 为 非 久 整数 ,对 nm Gn nem € Rat aleeat, 
D* = 9" /Oxtor?-.Or», 
MPRA m 满足 Kk Br Hormander 条 件 . 
定理 14 RAR m WE k ir Hórmander 条 件 ， 
AÊ) = le, YE) = |2 tet, 
FFO = mOFE), 
则 
STA) x Cua Da, f € ZR), 
其 中 ARORA RAE H. 
证 明 G) 用 Fourier 变换 求 y, x Tf 的 表达 式 : 因为 
4x TH EO = 4o » TIO 
= (2t|€1)*te E mE) f CE) 
= 2 GFE) GE), 
EP E, D= Gle mE), BEEUR 


x TP) 一 C INC x fo» Gz — yt) Jdy. 
Gi) 用 Helder 不 等 式 , 可 得 


I TAWE [16] - yw? t 


t+ dx — yl 


x pieso r gp dy 


=IXJ. aD 
可 以 证 明 ( 在 下 面 (ii) 中 进行 ) 
Iz C. 


AM EOD PREDA AME dedt/t X,t) € PGOTERI 
分 ,立即 得 到 
ESTA) F 


7 2 e 4f | dt 
«cL Ios fool m (2 dji d 
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T |o t V "E d 


= Cigi CO Go F. 
即 得 所 证 . 
Gii) IKC” AIE H. 
XER, D Era), B] z— r| <t, n] 


pjs efi + l) e elel) 
< C +C 上 上 一半 | 


由 此 得 
I« clce — y.0 dy 
u 2k 
«c [16e - sop E=] ay 


— [lc P. 
为 估计 I, 应 用 Plancherel 定理 ,得 


Lec IM [E| že 2! Ls (6) |2dé 


< ce GEG 
R" 


3 [j'a 
< Ci" 
为 估计 了 ,应 用 阶 Hórmander 条 件 ,我 们 有 
L-cC I. IGGy D [? |y |"? y 


n 


< Cre D fp lC OD bdy 


一 Cr- P: lag EDI m) at. 
易 知 上 式 中 之 积分 被 积分 
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fe IDE mE) dE, Jej =k 
所 控制 ,引进 多 重 指标 w ,az ,as: 
a 一 al 十 az F5, le | + læ] + lel] =k, 
则 上 述 积 分 中 之 导 函 数 为 多 项 式 
D^C|&|*) - D*(e7* 5) - D*m(&) 
的 线性 组 合 , 且 每 一 个 皆 被 
CE 和 tie 一 4 [Ds C£) | 
所 控制 . 从 而 问题 转 为 估计 
NOEL | £L Dm C£) | 2d. 
为 此 ,联系 到 假设 中 的 有 阶 Hórmander 条 件 ,不 妨 令 
M(E) = | |é€| sDsm(é) |?, 
显然 ,MM ME: 


>| IMS dE < ces] ID'sm(£) |'d& <C, 
r«de|«2r r« |el-2r 
或 等 价 地 写 为 
| 
1 一 16 一 2 r 
这 样 , 为 估计 7;, 最 后 转 为 估计 
[EEDE MOE =f eem Jae an 
R” R” t 


dẸê<S<C, r0. 


0 x j x 2k. 
对 R" 作 球 层 分 解 RIITA 
~ js S. 
02) R= Mes 4l € l m| t EE 


SS ] 2E 
"E Pe in | .Ml ni dé 


Home mE pos 


定理 全 部 证 完 . 
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定理 15(Hórmander) i$ (WR Hormander 条 
ft ,k29n/2,W Ei 
fF = mc) f (05 
定义 的 乘 子 工 在 L'OUO ERG RS Er «poo. 
证 明 REZE 记 >2 的 情形 . 应 用 定理 12、 定 理 13 的 结论 ,对 
f€ S QOU K k>n/2,p>2, #4 
lS, TDI S Cilez COH, S CH fles 
注意 到 yy 是 向 径 L-P 函数 ,又 可 知 
IT HAH, S CISTA 
从 而 对 SESO, A 
IT fl, 入 Co， za. 
再 经 有 界 延 拓 ,上 式 对 SEL OY. 
3.3 Carleson 测度 
问题 i u= ulyst) E RS Eg Borel WIRE, SO, DÆ RS E 
的 可 测 函 数 , 记 
NCPC) = sup | f2). (T(zx); 8b 
试问 : wp 应 满足 什么 条 件 , 可 使 不 等 式 
do SoD lanon)” &C|NCOlI, 0<p<% 


(13) 
成 立 , 其 中 C=C, 与 三 无 关 . 
为 此 , 先 探求 其 必要 条 件 . 对 ECR", 令 
^. T(E)2 ((y,D € R, Bly,t) C. E) 
= (QD € Rt: d(y, E) >t}, 
并 称 为 EE 上 的 帐篷 . 现在 , 任 取 R" 中 一 个 球 B, 设 
Jyt) = Xr (yst), 
显然 有 NOO (zx) 二 Xs(zx). 将 这 些 代入 (13), 可 得 


«(TBD SCIB]. (14) 
我 们 称 满足 (14) 式 的 w 为 Carleson 测度 . 
HO 〈14) 式 中 的 形体 还 可 换 为 其 他 形体 . 
引 理 16 6G) 设 B=B(zr) 是 居中 任 一 球 , 作 圆柱 体 
I(B): 
II(B) = (Cy. € RU. yE Bx,r),0«t«r), 
- 则 (14) 式 等 价 于 
(1H(B)) <CIBI|. 
GD R G Æ R PEAR, GAR , N 
AT(G)) CIGI 
与 (14) 式 等 价 . 
证 明 O 易 知 存在 其 半径 可 与 球 B 相 比 较 的 球 BB B 
CBCB,, 使 得 
IB) C TG) CHB,). 
由 此 即 得 所 证 . 
Gi) 将 开 集 G 作 Whitney 分 解 ( 见 第 二 章 习题 2) : 
G-—[JQ. 2<4d(Q,6)/d(Q,) < 6. 


又 对 每 一 个 Q; ,再 作 球 Bi, 球 半径 与 Q; 之 边 长 可 比较 , 且 满 足 
T(Q) C I(B»). 
由 此 知 T(G)c U II(B,). 
从 而 得 到 | 
ACT (D) < DdB < C»,1BI <C> IQI = CIGI. 
例 (Fefferman) 设 f€ BMOCR") ,2 是 LP E& XC D h 
duG t) = |p * fG»l'dy- d 
定义 的 是 RY' 上 的 Carleson 测度 . 
证 明 G) 首先 说 明 卷 积 pg, x f(y) 是 收敛 的 . 为 此 , 记 方 体 Q 
236 


二 Q(y,t) ,并 作 f D E: 
f= Qf — faXa + G — foXeet fo. 
注意 到 fo * gi(y) 二 0, 故 得 


ex f(y)— [Uo — fale — dx 


[UD ~ fade or — dx 
= + I. 
根据 L-P 函数 的 性 质 ,显然 有 
iE < Cf AG) — falde < Chl 
而 对 于 ,只 要 回忆 起 第 七 章 $ 2 中 所 述 的 计算 方法 , 易 知 
Inl X faner O — fynol 
+ fana — fallat — r) ldz 


十 co 
«C»2"Qu 7" 


k=0 


x [Pia F — Aeroldz + EDIF o 
2 Q 


十 eo 


« CCS TG 027^ } flevo. 


k= 


[fp dy f < CIZIoL BT. a5) 


为 此 , 记 Q 为 包含 B 之 最 小 方 体 , 且 作 分 解 : 
f= Cf — fo) Xz 十 (7 一 fa) Xiwo 十 fo 
— fcf. 
显然 ,我 们 只 需 对 a FR 户 各 自 证 明 (15) 式 成 立即 可 . 
(a) 易 知 fo x pg,(y)=0. 
(b) 注意 到 g- 函 数 的 (p,p) 型 ,可 得 
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< d 

n fie Gn d<] | Ifi * eG) Tdy 

Tun i RJ o t 
«cllc f IFO — fal'dy 


< CIF luo Bl. 

Cc) dd B 的 半径 为 7, 注 意 到 在 0 过 :过 r 的 情况 下 ,与 (中 佑 

计 LR, RITE 
fie ool < C| EJ Alamo: 
从 而 知 
f ereo lay Sc f, [LS] esl 
x CllflinmolB l> 

即 得 所 证 . 

Carleson 测度 之 所 以 引起 我 们 的 兴趣 ,其 原因 之 一 是 : 它 不 
仅 是 (13) 式 成 立 的 必要 条 件 ,而 且 还 是 充分 条 件 . 

定理 17 iR Foy, 羽 是 民生 上 的 可 测 函 数 , 且 假 定 其 在 狼 
六 xz) 上 的 极 大 函数 N(f) (xz) 是 下 半 连 续 的 . 车 py 是 RW "上 的 
Carleson 测度 , 则 (13) 式 成 立 . 

证 明 对 给 定 4>0, 令 

Gi = {x € P; NCO GO >À}, 
由 假设 知 G; 是 开 集 , 且 根 据 引 理 16 知 
BO GO) « C|Gil. 
BIACGDERU IfG.DIDSAYCTOGO.BrUG 
L(Y) € RT: [SOD] AD 
< ATGM CCIG. 
从 而 得 到 
m [f(y,0) l'ducy, D 


238 


= e| Nip yt) € RT |f Cyt) | > ADdA 
0 
«cp | XT Gilda = CINCO, 0< p < ec. 
0 


3j 题 
1. 设 0 p.q«oo.EXTETI-T T 满足 
liz ER: [TAO] 22 AM x CA", AZ 0. 
证 明 对 A Og 
ze m (X ITF) >a) 


-~ /2 
«Cc Sg as 
提示 : 令 fio Oh GO, fitam fi A 2 Tf (x ) — 
CEfA GO Tf GO, TA; x2 0 E E AERE IDE a) He, 38 E HI 
IOXMOPODOB 不 等 式 . 
2. RE p20,52 1 UE UD) EE Xp 天 CR) 上 的 次 线性 算 子 
列 , 对 每 一 个 非 负 函数 vE€E D QUO TE TEE f ER t u € LOO ,使 得 
luli loll HI E 
| IT fa) lr)dr < ch |f) u(r)dr, je1.2.- 
R Lá 
证 明 对 g= ps! ,1/s-- 1/s —1, H8 
(Ziran «c» 
3. RENNE RP 上 可 积 函 数列 {K,(x)) 满 足 
G) supll K j].. o6; 


> J ELR). 


E 


q 


Gi) | gl sup| K;jCx— y) — K(x) ldr <C. 
WES] 
G LER: SK Fe) 17a) 
j 
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«cal xir" 


j 
Gi) (Er 
p« o. 
4. W fe LOU, FG) [ fode, se X 


(]«r« œ); 


PM 


1 


p S Cn ，] << 7， 


P 


eo 1/2 
Tf()- (f DIEE HD FG D — Fla) [à]. 
0 
证 明 
Cil Fl, < ITF, < Cil £l, s I<. 
提示 : 令 olr) = Xio GO — Xto Cr), Bü gf R C T 5 A 
Elp * fG)|*. 
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附录 部 分 习题 的 参考 解答 与 提示 


第 一 章 
1. 在 Jensen 不 等 式 中 视 D= Art)’, A $cc o, 
IDEADA, AmA 
1)? ， 
1 - [[ fogcdz) "| = e| | feacrydz| 


« [t — fay)'gGodz. 即 得 所 证 . 
2. 注意 到 lnz E ERARO KH 
nfl = Fin | 1f dz] > f'in uro ldz. 
由 此 知 lim ln fl,> [InLfGo) Idz. 
男 一 方面 ,由 lnz 委 z 一 1 可 知 
1 ， llf. p 
[ræ de) < T P faae i| 


Lin 
P 
=f 4 |fG»|^ — 1)4 
a x)| 1) dz. 
- 1 
OUS mhf < f In|f(G)|dz. 即 得 所 证 . 
0 0 
3. 我 们 有 
^ q M 一 】 
MESI dr =a| x Jf. QA)dA 
«Cp [araa = Cey, 
0 q— p 


即 得 所 证 . 
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4. 我 们 有 
q — c 3 一 1 
[Olde = q f a f. (A)dà 
1 加 oo 
—q | X7 f. Q0dàÀ +q | X^ f. CVdA 
0 1 


«Mq | 27 Cda <æ. BNE. 
s， 作 渐 升 函数 列 {f(z)) ,使 得 
lim fiz) = f(a), | frr)dz = a, <o, 


HS FiG)-— Ga * xi) G2. Fl) (f * XE) GO. El 
FG) S F(x), FG Sak = 1,2,--). 
由 于 |{z: FDSA) ICA , 故 得 


a,|E|— Los x Xe) Cr) dx 


= | Fa)dz = iz: Fi(zx) > A} da 
0 


1 一 r 


a 加 a; 
< [cada c $, a une 
0 


* 
r 


1 


r 


ip C EUR 
从 而 我 人 有 ar < yen) maur. 

6. 反 证 法 . 假定 对 任意 自然 数 , 存 在 FLGOROBIIfÁl I, 
EIS Til zm 25 E (&— 1,2, 2, WE 

gG) = D2 f), 
易 知 g€EL*(R"), 但 我 们 有 
|Tells Zk (k =1,2,), 

与 题 设 矛盾 , 即 得 所 证 . 

9. c,-| GE DI deereesc( 5), 


11. q<. 由 题 设 知 
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VTL Fu. < Moll. 
由 p/g 十 p/r' 二 1 可 知 
[KC Wf dy = [KGW I ON FIO ltdy 
L 


< [f Ken iroa S roa). 
注意 到 


[fike soa) < ui f IFO lay], 


我 们 有 [p TAO ldr s M| f Iroa] , 


BI TF EM p IL. 
g —oo ,此 时 pr ;从 而 有 


JK as) un, 


JEW/ ond, < sup 


sup 
< MA, 
12. 我 们 有 


oo mr p 1/p 
(| METUO 27 rwlada | 
0 0 
oc 1 P 1/p 
= Í MIT wed] 
o Jo 
(Mp 


1 " 
< f J g'Gry) e wlz)» ax ru dy 
0 0 


1f po 工 | EM l/p 

w yr g addr! dy 
o\Jo yY! 

0o, z | I/p 
xz | 2 ay | wr)r Leg Gn) dr | 

0 0 


由 此 即 得 所 证 . 
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13. 记 M— S]CH ,因为 我 们 有 
4-1 


ls [Bjorreo |» A] c U [s 


1 A 
Ce Tilz) | > IE 


BELA 
» u À 
des TfGoER A M E Meo» eg] 
Cou M? 
«eC M = ST. 
14. 因为 我 们 有 
A? NAE * gG)dx | 一 MZ E Tg Gods | 
< IT fll, + UIT gl, 
< CIT fl lel. 
由 此 可 知 
即 得 所 证 . 


15. 由 不 等 式 
ISl. (| oco TG rao) Golds] 


1 2 


I *) Cada] i( V 


1 


[f Tetel da] ° 


人 


1 
<e( f lg" ut) 12] " 


; i 


"174530 l 

«e| [at :) (dz , LJ eda] . 
即 得 所 证 . 

16. RE €70,31 6; e/2 二 6 过 2e 以 及 ECR), RDE 
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|K. x fr) — Ko fio 


< | ,KW ey) — g(x — ey)ldy 


+ | ,KW lle ey) — g(x — ôy) |dy 


+ [IKO Ilg y) — f(x — y) |dy 
x | 用- 一 ge 十 人) 


+ MK, nen ey) — g(x — ày) |dy 


<S KIM — gli 2 + De" 


+ IK leef, 


gir — z) g|x < -| 


对 任意 给 定 的 7 六 0, 选 g(z) 使 上 式 第 二 项 小 于 7/2, 再 选 
6E 4, 使 上 式 第 二 项 也 小 于 7/2, 即 得 所 证 

17. 必要 性 RX 
[e [f(x)| E A/2€,, 


0, 其 他 ， 
以 及 fii m fG)o—fiG) Mj 


Ifi E x A/2C;. 


fio 一 


由 此 可 知 


IT f| Cf x A/2, a.e.x € R. 
从 而 得 到 


[xs [ITF] 29 AJ |{z: IT FG | > A/2)| 


<f sow] Hx. 1A GOL >t} [dt 
0 


E SUNL I(r: IS | > 0 (ns |f) E Z9 A/2€1) |dt 
-ES[ qu If > na 


A/2C, 
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充分 性 ”首先 由 题 设 知 
Hos ITI SA < Ls l> lde = SAh, 
BD CL. 1). 


其 次 ,对 fF€ L7 XO" up5no327mp f£ sb A Gs) £A Go 16 | 

一 0, 从 而 有 
Has ITFGOL AM G S qs GE de= o, 
CE E y [TA GO | Cil... BI 
IT £s x CI. 
19. AARTE e< NAI ,所 以 
lC — ^ lm IF (CU — 1) lt’, 
从 而 对 -- 切 和 ,可 得 
E| * Je" — 11 x elè. 

2 c0, LACE E71 C" — 1) Lt [e]. 2 cm 0E, LACE) | 0, 
即 f=0. 

20. f(z) 是 非 负 连续 函数 . 若 f ER, DUI On! — 0, FMA 


而 f(z) 在 某 开 集 GC G-ME)EKTA. 
第 二 章 
选 riE 互 ,使 指标 :zi) 为 一 切 Ri 十 xz 中 之 最 大 者 . 若 已 
iB nume ERG cua € EN Ü Po 使 得 指标 Cen RAKT 
(ét. 因为 是 有 界 集 ,所 以 ,也 是 有 界 集 , 放 
P) = ot Pe, C=1,2,%) 
时 不 相交 ,内 而 只 能 有限 个 GO 
EC U Pa, 


j=1 
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[/€0, |f 212 82, 
(0, 其 他 ， 
并 注意 到 Mf GxY &:Mg (zx) 十 6A4 以 及 


gr) 一 


e MD > NESE ldr, 
(x: MIr) >å} 
ix; MfG) >A} C (xi Mgl) > (0 — 304) 
可 知 
C 
|tz: MAD > A nu f. wins amyls CO Ier 
« atml (fC) | da. 
(oA |fe) >A} 
4. 我 们 有 
| redz 一 | IE N (x Mf GO > Aà) [dà 


- INE [ J N Gs MfG) > 2) dà 


1 = 1 

=4 一 | 4 dzdh 
ô |E | t l1-— ò SÍ, A | asa OO T 
1 


ka +i 1 一 9 Sh far] 3j ad PERETI Cr)dA 


= |E| + 1-—$ C5 [Lf elo foda. 
5. X f G2 = X11), W 


o2 
1 十 jz 
BW Mf € L'(),fB FELRE), fint fE LR). 

6. $ G,— (xi Mf) >A), BAEA f 

FG) = fGXo Go + f Goxe GO) ES fiG) + fa). 
我 们 只 需 指出 GIC Gr: Mif GO) 29A). (此 时 根据 M, 的 弱 (1,1) 性 
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即 得 所 证 ) 
对 XEGi, 存 在 Q: XEQ H QCG, 使 得 


1 
dl. À, 
POS NAE? Ida) > 


1 
从 而 可 知 xs [, 00 ldo 2 4. 
由 此 推出 M, fila) >À. 
7. 作 


lfle = T h |f) |dx > 0. 
因为 infM OXO GOZ2 | f le HTA Lf looo RIE < 二 0, 要 不 题 设 
不 真 ). 从 而 令 
G= (xi MH? > |fle/2}, 


可 知 HA(Q) x BK x 一 一 xl CR" do 
"E 


由 此 即 得 所 证 . 
8. 作 分 解 R = U QAQ) N 
[f(x) 6° 
| et |x — x" eS 3 gu d cis ed [Ql n |f dv] 


< C(e) inf Mf (x). 
TE Qo 


9. ik 0<q< p, IAN 
IT £2) |? x Anf. 18/60 ， 
从 而 (对 y 在 G(z,r) 上 作 平 均 ) 有 


TIDS cm henn SO dy 
< EAD] | SFO) dy, 
IGCr,r)] Jean 
由 此 即 知 
ITF) |? K CMOS). 
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因此 ,问题 归结 为 指出 LAMCLSFI T7388 Co, 50 78089. 3X LS 
注意 


Hrs MCISFI G0 > I| s Ot Mæ: ISS | > dd 
CA 
过 Ci Male tta cx 
CÀ 


10. 对 x<t, 我 们 有 


| gSIdS « M(gy(£. EE OT), 


从 而 KSS < MG E) - 
在 上 式 两 端 乘 t°, BRA x Soo HA , n [Ag 


| s [eas $ d. MOE), 


F KS) f: tde] ds < 1. My), 


ASis 
; "EE 


H 和 
S x "E MPE). 


即 得 所 证 . 
11. 将 Isf(x) 写 为 


Tasf (zx) = (| +Í EG Day a 十 Js. 
vem iu [yl 
E TCPM). IEF Ja XA 


J = | fa «tad dy < p ULfG). 
imp |y| 


因此 ,可 得 
Laf Cx)  Cu?MfGo) + Wy? Lf). 
B y= Lf GO/Mf GO ,我 们 有 
Laf) «& Cf x) * MfG) 5, 
由 此 得 到 
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EVA c. [Tf Cx) |" OM f G) aardr 
< CANLANMA < CLAE IA 
即 得 所 证 . 
12. 由 S AES Co DHAR KonMoropoB 条 件 可 知 


vi 


[18a corr d CIRIH |. Go f G0 I da] 


= CIQ] | If ’dz] r 
从 而 由 题 设 得 到 
ITA scii 让 | ea az)”. 
联系 到 前 夯 第 9 题 的 推理 , 易 知 了 EO S). 
此 外 ,根据 


(xi [TAO] >A C (xi MUFI) > A), 
以 及 M 的 弱 (1,1) 型 ,我们 有 


Ha: [TFI 9 An < [Enn]. 


即 得 所 证 . 
13. LE HEUS ET RUE AER E=| ) E RIA 


pOG» = d fU) E) edo, 
i21 iz 


从 而 只 需 证 明 pj(f(8))=0 G—1,2, 77). 
作 有 界 开 集 G;: GDE. 对 任 给 se>>0, 设 x€ EWR, DCT 
C wH 
CSQ, rD < slQCzyr)1|. 
根据 Besicovitch 窗 盖 定理 ,存在 {Q;}) ,使 得 
EC UEG, 


j2l 
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2.1, (Eb, OQ; x e|Q,I. 


" 


由 此 可 知 
HfE)) < DOD L6 1Qi 
了 :1 J-l 
=e. 5f Xo GQ0dy =€- | 2 Xo, dy 
Jl d US, js 
<e x e * 0, iG. 
即 得 所 证 . 


14. ER g — fx GO ,有 C7) 二 f(z) 一 g(x), 且 不 妨 
REFE LEQ, (E MSALA 从 而 有 


n 


[ns Lg) > IET . ce | foods] i 


A 


< CADER Mf SO 2| Qi 


AAH E SEQ, EI LfFGOsA UD EEDS, ER rE 
Q.y€ 2Q 时 有 
IS — y| xu llx — yl. 
从 而 我 们 有 
LAG) 一 | . SO) dr K e fS) S LA 
(Qf |z 一 yl 
P Ut. Ce —2L,^5 eee Bb tg 
la € Qi LAG) > ao g. 
15. G) 因为 我 们 有 
E EQ: f(r) > mQ) — 1j li. 


而 且 
N E € Q: f(x) > mQ) 一 lj- EjGQn (QD), 
k=1 
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所 以 
| (c € Qi f(x) Ze myj(OQ)9 | 


zl. 


= lim || r € Qi f(x) > mQ) 一 i 


Gi) 对 & 之 1, 记 om. 一 以 及 


Ua 


E,,, = E LM x f(r) < E ' S(x) = ` ar Xe Cr)» 
j= To 


A XOfGOo—S;GOs2^5 (LER), UA 
ms, (Q) Sm), YTR. 


我 们 作 点 集 F: 
F = 门 X ffitjrec Es lim rd Q| 1 


根据 微分 定理 ,可 知 |R"\F|==0. 
WEE x€ 下 , 则 存在 ,使 得 x€ Ej, 且 对 充分 小 的 Q: 
r€Q, 

(EL; N QI 2 2191/3. m (QD = a. 
HAIER: fO Sm; QA) Iz IQI/2, BEL TE YE y € Ei, 
f(y) 宇 my(Q). 由 于 

Qj — Sala) = Si(y), 
故 得 
mQ) 一 xz) x Imj(Q) 一 SG) + |Si(y) — f(z)| 
S IA) = Seo] [Sr) — fG |] x 2*8. 
由 此 即 得 所 证 . 


第 三 章 
1. 首先 ,对 SEL NLR, H 
INL . T = IN < TgCGr)da 


s ITgi * ly s Chal, Al 
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从 而 可 知 
IT fl, = sup | [TI * Gods 


lel t 


< CIIfll». 


FOX XP g€ L'OQU ME ge Ln GU"), 8 1 lo — gll, 0b 
co), HAE 


lim 
bo 


[T£ * g,r)d x 一 [Tr . gdz] = D. 


再 对 SEL” (ROEE FEL NL? QUMILA — fly 00-9). h 
此 以 及 内 插 不 难 证 得 结论 . 
2. 记 六 =[ 一 x,x], 并 认定 Lebesgue jfi E ZEX, M, m), X 
定义 测度 空间 (Y ,N,v) 如 下 ;对 MCN, 有 
XM) = D+ In 


现在 作 算 子 TX 于 s YN, Y 
(TAn) = nf G). 
AAA DAF aD aw < Mifopit 
TÆ, DA, 
X BI E CO QD 294 时 ,有 


In f£ Q0 | 22 EBIE In | > ——. 


>r, 


所 以 对 1 03 £838] 
Xin: (TNM >t M a + apm < h, 


il> 
即 了 7 是 弱 (1,1) 型 . 
最 后 ,由 内 插 即 得 所 证 . 
5. 结合 例题 , 令 


K(r,y)-— Pay — 3» Xo sy), 


FWE q—1/0—90, 1 
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1l,1.1 
q Ro tl 1<p<r<%, 
我 人 有 [KC 0], = supă | {zx: IK æy) | >A) 
= supă | {x: Gr — y) Xon O) 之 人 | 
A>0 
= supi | {x > ys r — y <A") | 
= supX | (r; y re yc A 
= supXA = ]. 
2>0 
同 理 可 证 [K(x,*)],==1. 
这 说 明 I. ERO ,9) 型 , 强 (p,7) 型 . 


此 外 , 令 Tf(r)=f(r) /x) ,以 及 dur) =g odz, WA 


px. HX) x) 一 2 | Aliz: gx) > A) dà 
0 


«2C [a «ada = 2C | dà = 2t. 
0 0 


因为 我 们 有 
r: ITAI >S) C [ni eco < Ih, 
所 以 Ur: [Tœ] Z2 S) = 2C V. fe Dan. 


这 说 明了 是 弱 (1,1) 型 ,从 而 由 内 插 即 得 所 证 . 
7. HES Ei—-(|xizik: MF) >A}, MIHEZ H rE E. T£ 


££ BG) r< FE ,使 得 


根据 Besicovitch 引 理 , 4$ (B, Cx) ,以 及 


ECL) B. Go, 2 s, o, X 0, ne 
iz 


uml 
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注意 到 对 一 切 y € B. GO ,有 
E +1 u Ix, T1 
~ 2 2 


<1] + jal =r <1 ++ Iyl, 


= (1 + |l) 


故 可 知 ,对 y€ B,C), 


d _ " 
从 而 ,我 们 有 
< x 
Jio Zf, re 


i=l 


S^ 1 
«2, |B, AESI f, Fen À | O 


«LM GovMteondy. 
im) 4 B,G 


即 M EMR, eG da SI Qn M'o d JéSS CY D RS. 
此 外 ,由 eGO 0I 
LM" Flo eoa 一 IM Flan 
« Iflizsao = Il arroan» 
即 M'AR gorde) 8] OR" ,MYp(z)dz) 是 (coyco) 型 的 ,从 而 根据 
内 插 妈 得 所 证 . 
8. G) 由 第 6 题 知 


LE per) aaz)” 
= [Lio ordz] < cfl». 
GD 我 们 有 
" l 


(fe dg)" = [[ F de] < CA. 
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后 ,根据 内 播 得 


> ^ —-L 
INE cog? copas] = [| 1} coe? colecods 


« CII. 
第 章 
1. (E R 的 分 解 . 
"=UeQ, QNeQ= 8 Gj), 
且 记 4(z)= (To) GO 2€ QG—1,2, LER Q: 中 任 一 可 测 集 
E, HF 


(TXo,— Xe) r) = 0, r€E, 
(T Xo) (x) = (TXe) (t), x € E. 
故 对 简单 函数 por) = axe (z), 有 
j=1 


THz)= Da,(TXe) (x) = 2 ja CD Xa, (x) )Xg Go) 
j=l j-1 


= blz). Da; * Xe Cx). 
j=l 
现在 ,对 f€E ZL?(R"), 作 简单 函数 列 {g(x)) ,使 得 
limlig — f|, = 0, limg Gr) = f(x),a.e.x € R. 
从 而 有 limlT'g — Tfl < lim Clg — fl; = 0. 
7 xz) = limT'g Go) 一 limb (zx) Gc) = b(x)f(x). 


2. 不 妨 假定 f(z) 之 0 以 及 上 fl, 二 1, 对 充分 大 的 A 以 及 
产 (x), 作 C-Z 分 解 ,得 {Q,) ,使 得 


X < oT Jf eodem mm, ug NIE < Qno, 
Qj 了 


POKR, aex ERN Q, 2,9 « 
jzml il 
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ER 
[reo x € RN UQ, 


g(xX) = 1 
ld | | fdr, TE Q,Cj — 1.2.72, 


9, 


b(x) = f(z) — g(r). 
易 知 lllo, < Iles 
3. 应 用 


J MC G0Y?1, 604 <C | IF + Mii God, 
(Bs 二 B Go 0). 可 知 


[ [MP de< e|], Meo Mx, oda 
A 2p 


oo 
十 5f |f Cx) | MXs Cda | 
EII S Bhi MEE, ? 


«cl, reor» Mxs, cod 


boo ` r 
ai IS) |'g | 
dz 
t D faasa, x -一 xol 一 p» E 


从 而 得 


| p MO dr Cl : | 2oy” 


Jeo 

C 1 pti 加 

十 (2 p “| 
» (21) 


x Cus, orm. 


4. 只 需 盖 明 Zo 定 理 中 的 条 件 是 满足 的 . 对 此 ,我 们 有 
CO [Tf |. lisup [Ke f Lll. 


SlsupllK IL Ts I CL LET. 
Gi) 由 于 


lin |} 一 PE Xo |J. = 


N— 

WÁ C paf K Xe nol, o 

由 此 可 知 
Am 

Jim (4 — 29s, * KiCr) — 0. aer. 
IG KOGO| S S IKa he XaD GO]. aec, 
Th Go) | < X IT AX Go |. 
Gii) X} supp/ C BG. R), 


L. foods = | supi (K, x f) Gr) |dz 
tegi C,R CR a 


EE 


— =| NES — y)f (y)dy 
— Loe — x) f(y)dy jaz 


<Í 
|z— TiC, R 


— K(x — xs) |dyid 


| a IFO sup Ki Gr — y») 


Tg VES 


<af IFO) 1dy. 
iro 7 y XR 


. 只 需 阐明 7 ESA, DWE GRE Marcinkiewicz 内 插 ). 
W SEL (QU HIEM t 0.fE C-Z 分 解 有 {Q,) ,并 作 


fG), x ERA (]Q, 


2-21 


go) 一 | 
IQI NIS r€QGco-1,2,-), 


blr) = f(x) — gx), 
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则 lg] < 2", (xs fG)dz < 2t 
IQ. | Jo, 


我 们 有 
do Po 
G) E O/2CA7*| | sc) ^] 
CA tht hs IPS eu 
—CA "ILE GR =A. 
GD ii 0* — (JQ Qi —C;-4(QQDQI. MR b GO — BG) 


k1 


XXa Cr) G — 1,2, 7) Lil 


Vr 
m IT or) dz] < 


Dn r l/r 
fje (X Taw] dz| 


4 . p 4r A4 
< Dife Ih Go lda s Cel = CIA. 


由 此 可 得 
En| 3. < IQ | + i z € (RY: [TbG)| -»i 


«dm 十 二 " ATbGO|'dz 


x c,10| 十 1€ FALE CA fl, + ca] f, 


一 Citas t = XI. 
6. HX ITfGo|x IT GÉ—g)G2]|4- Tg GxO |, BEA 
|{z: [T fro | >à} 


< lfa; TS- 6p» 2 IRI (z: ITecot 4]. 
G) 由 |g G2 | <C M T "MH 2) 型 ,可 知 
IZ ITg Go > 2 «S p lg Go) |'da 


«S fileo ldz = Sheh < Cyr. 


GD 我 们 有 
|. IT — Gl >22) 
< |G| + | E € RNG: ITCÉ 一 eg)(Cz)| > 2) | 
注意 到 |G1<CIfI/4, 可 得 
|l e ee. ro oxi» 1] 


c C 
< [TH Olde < AMI 


即 得 所 证 . 
第 五 & 


1、 由 题 设 易 知 AGE ZI(CRD) ,再 注意 到 SELLR), RH W 
72 有 界 性 ,可 得 Hf EL. 我 们 有 


zHf(x) = P. V. d | 
T xXx 


c 


E 


d 
二 £O? y 


-i | fody pv. + | -> dy 


Los T — y 

= Hf GG. 
由 于 yf € LGD, ik Hf ELR ,从 而 由 已 FE 天 (RD) 以 及 7 
EL (RKG HEL R). 


第 六 章 


2. 设 QiCQC…CQC…，, 且 
IQ,| = RQ] (0,8 为 4 常数 )， 
则 由 |ao|=alQi [>w Qw) ,可 知 
w(Q x B'w(QD. 
我 们 有 
NIE lim. vwG)Odx 


k 
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一 limw(Q,) »- limg ~w (Qo) = oo, 
3. 由 强 倍 测度 性 以 及 zE4。，. 可 知 


w2B,) | DB i EN nk(p—t) a 


从 而 有 


Ur) - f | 
eo Ja DPS Ceo + yr ns wa Gode 


«C1 S2 eB). 
4-1 
4. 我 们 有 


__ 1 
cQ (wa | | w) idz] 


I 


l 
w(x) dz 
i€Q. wr «feo 


EU 
之 wo] | (Pwa) Fas 


(2€ Qs w< fwg) 
Ld. 
zBii€Q:iwx)-« fws)|. 
5. 我 们 有 


Dh : 
eG) | [ wt cedz] VIE 


应 KS VAL 


mu 
«ClQ|'* 


E 


[E||?* 
«c| ial] w(Q). 
6. 因为 我 们 有 


由 此 可 知 


[EG (fw awo] «c. 


从 而 得 到 


|] _ p 
aep jeo woda)” < 


|. 7. Hi Hölder 不 等 式 可 知 


]QNE] _ 
wQ io NEZ 


| QE 


1 


————— —1 d . 
CuoQ IK (r)wrDdr 


l 1 
p P 


se ol cnn 


从 而 根据 wwE A, 以 及 | 五 | 委 |Q1/2, 可 得 


w 


wo 
wr) 


i 
p p 
utz)dz| 


wo 
uw) 


 wGOdz L PUT 


zy 
2" A^, Ja 


< faal ES | Gd. 
我 们 有 


wq 
wx) 


Uwe 


wr) 


p (P 
| w(r)dx xia | | wlx)dr, 
Q 


Í, 


Hp a=1~ (2A). 
8. 我 们 有 


| wla) Fdrz- —— [a lix € Q: w^! G) > À} |dà 
Q p— ijo 


co Æt w, 
1 M t f "| 
= 一 十 
pP 1 0 > Awg 


A 
x |iz € Q: w(x) > à} AF dA 


1 n 
p—1 k i 
<c 4] + C2 (ya) (we) ^^ |Ql. 


现在 ,选取 p JAY E 2A ^77 —1, A m EA F W dui 
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SX . FR JC RI 
-l ~l 
f ww mdr <S C|Qjlwg™, 


] 1 -a 
às [cds] | iei fwo dx x C. 
9. 由 题 设 知 ， UMEN 与 |QI 比 较 的 Q 中 可 测 集 EE, 有 
wlr) > C TT n wy)dy, TEE. 
在 上 式 两 端 作 s SRCREJE AAT ,得 到 : 
1 5 € 5 
iai [ret > cla [inn] 
即 得 所 证 ， 
10. 由 Holder 不 等 式 可 知 


Ld 
ied fnis] [sd finr ts 


故 可 得 

(a [eo dz 
因为 |Q|=2"|Q| ,所 以 根据 A, 条 件 知 
d. | wade < < c iei |, w(x) Fda] 


P—1 
—(p—1) 


1 
< 一 全 一 . 
< Ta NISL 


一 《pp 一 1) 


IQ | 
-z Cp—1) 
«oz as wo Fdz) 
xD Cn T NZD 
即 得 所 证 . 
11. 根据 Holder 不 等 式 ,我 们 有 
Or, ` 
naera soli ren 
Ote, ) 
is eor eed d rn. 
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当 ô, <ð R$, AN 


5-1 


E fada] Us | Ge o»7nas] 


=D 8,2 
ML ta. 


ie [o (x)dz| | Jer | err o» | IET 


<| 
1 | 1 uM =De? 
« c, 二 -E zs 
«c,| Q] [wordz| Q] f Cr)dz 
<C 


E C, 
;CsC 5, CH 8, < 6, 时 也 类 似 地 可 得 ) 
12. (iD)=>(ii) ”只 需 注意 


M(GOzG2) 之 1o aO. 
GDS) 在 不 等 式 
|E| :wGOE) l/p 
IQ] «om 
两 端 对 一 切 Q@: zEQ 取 上 确 界 , 可 知 
M(X) Cx) x C, (Ma CO) GG) ) ^. 
因为 wQ SCW), k Mo 是 弱 (1,1) 的 ,所 以 


| wde < | wr)dx 
(r: MAp) G4) 


(s Ma Xp a PAC} 


< CC; xs Gov Gode 一 Sw (E). 


13. 记 E= (s; qwoxul-| (k—2,3,-—0, El= ix, 
wCG)2z21) 3f Eg 


gG) = D Xe Cz), Tof (£) = g^ G) Tf), 
bx] 
我 们 有 
Ls [Tf 2 2| = Silix € Ei (T fG21) > 2/4) 
k=] 


< >% f wl(r)dzr 
pen lz: IT FG |» 23) 
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» el Ms 
293 Zl UU c| i . 
14. 由 题 设 知 , 对 任 一 6 之 0, 有 


1 iaa» 1/2049 [d » 
Um n Ie Cx) dz | < c| TH] I: dz] ， 
即 wx 满足 反 Holder 不 等 式 , 从 而 存在 g€ (1,09), fE £8 


q—1 


NESCIUS <C, 


2 JL. 
Lu God | [B] 


a 
|B] 
根据 Schwarz 不 等 式 可 得 


Un [ lw ldz] | T n |w(x)| "1 


MER p (q4- 0/221. RNE 


2 


"T 
| 2 
idz] «C2. 
2E 
(qa [eae] (qig [recortes] mech 
15. G) 根据 Fubini 定理 ,我们 有 
[fx eu < pirol piee — y) lw(r)dz| d». 
TE) <Cw* (y) 以 及 wE A1 即 得 所 证 . 
GD 我 们 有 
(fx 9 — flu 
< MINES — y) — fie) Idy] wor)dz 


E TEL + | T | 


X df —y)— fG2llie(oDidywGo)odx 
= J +J d Js, 
易 知 当 eok}, J0. 
对 六, 我们 有 
< | Me — y| (p) ldy|wr)dz 
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T | rol IBO) ldy | wr)dr 
一 I. FACON (| ww lær — y) ldz| dy 


+ la] leo ld». 
|y >N 
注意 到 上 式 右 端 第 二 项 就 是 
MAg f, „120 dy, 
iy >8N 
而 第 一 项 是 小 于 等 于 
、 à 
C MES, Lue em (8|x — yl Fi dy 
(9 速 降 ), 上 式 括号 中 积分 至 多 为 
Co hw Cy) SCST! * wCy). 
对 .14, 我 们 有 
Ji <f n 
十 | | e ee» idy] dz. 
综 上 分 析 ,存在 与 /,6 和 N 无 关 的 常数 C ,使 得 
Ts Cp rldy 27]. 
N 


| uM O7 bL ieop Idy] wr)dz 


lxi >ô. 


<c] LFGO kw God. 
—2N 


IF» 
即 得 所 证 . 
16. i FECI R"), pq <, iE sz108 X BBEEO RGE 
[IT fonds = JI feo QT f Go | mda 
< I. IT FG |LMCUT £1 9799) G0 ]'^dx 
<C MEIST lLMC/T f | 87?) Go) idz. 
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根据 Holder 不 等 式 , 又 有 
| IT f G2 |da 


l—pfq 


«e| Moos] "Lf EMOTIA o yet 
MER s 使 得 r—9/s(q— £)221,Blp] MM 的 (r,7) 型 ,可 知 
IT £l, s CCP SHE. 
17. X Q, Et suppfCQ H /27 08 E ff ER G0 38 Q' 53 Q 
相 接 且 使 得 对 于 zEQ' 以 及 yE@Q, 均 有 
z> y = db2,2e3D, 


ERR RÁGO — S RÉF GO RD x € Q' ,有 
RI) >C f LO ay > Cfo. 
Q [x — yl 
从 而 可 知 (Qs t| .Aczymw(z)dz 
由 此 得 wQ Cw). 
HERE o (QD Cw CQ) ,这 说 明 
Co) w(Q) < C| f Gowns. 
18. 反 证 法 . 假定 存在 点 zx, 以 及 romeo ,C>0，, 使 得 


ei af odr 2 C7 0, Cx) 
n(x n 


则 不 难 证 明 ( * ) 对 一 切 z 均 成 立 . 事实 上 ,对 任意 的 zi, 记 |z 一 zi| 
z- 470, W] 


1 B, 


1 
一 一 一 -Jdr = = | d 
Br +3CX1) n je O T B, sn] |B | "s 7 
A dox 
7 [B +) E] N (ridar 
BD 
7 B. ss M ( > 99). 


由 此 又 推出 Mf G0 CT 0G € R), [818 
[ MIE wada = co, 
而 与 f€ B, 矛盾 . 
关于 稠密 性 , 先 看 有 (x)A f(x)Xsoo.w(z), 因 为 
Mf. — f) < 2MfGO, [Mf Go wada « eo, 
所 以 根据 控制 收敛 定理 ,我 们 有 
limf (MG — f) Go) wG)dr = 0, 
这 说 明 具 有 紧 支 集 的 函数 在 B, PHE. 
其 次 , 设 上 具有 紧 支 集 , 且 
[ Mf Go wada <, 


I pE CICR), | pCe)dz= 1, suppgC BO. D. Bid a Go = 


€ "gCr/e) E>0), M £* aC CC R). B f£ € B, TESE Li AM 
JEL (R). 因为 


e: MF- frma >n xA [IO — Aw ldz, 


所 以 MCÉ— fx q)G2--0 (e—0,a. e. xE R"). 
此 外 ,根据 
Mf xg)G) EEC. MfG), 
可 得 MF — f * g G) SCM)’. 
因此 再 用 控制 收敛 定理 ,推出 


lim| MY — f * g'GYwGodz = 0, 


EI C7 (RO f B, rp gg. 
19. %4 a—0(a— D BIER 
wiw, ^ = ww), 


故 结论 自然 成 立 . 
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25 0<a<<1 时 ,我 们 有 
p=1: 
d | (ayw! (dz jd fem coda] | NE _ 


<] 
EN ew; (r), a.e. r. 


IQI Q 
可 知 
igi KIT w, (r)dr 
Ug qom (x)) dz] ^ «C 
第 七 章 
l. 内 为 我 们 有 


IF loo < Sup 


Ta h, © — fold! 


< sup 


T [Li - folde)” 


< su| Bi LIO — ffe + Jdr) 


| 1/2 


nl cl. 
< sup| Q] [Gods] 
2. 因为 我 们 有 
(f VOG)-— iG) +C) 十 PAES — CG)»l, 


GO AC) G) = Ta -CG)- Tf — Can) |， 
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所 以 得 到 
M*CÉN OGOo x lw LOG) IM'Qf-— CD GO) 
SM* CHO 4- M* Cf — O GO « $M* f Gr. 
这 里 用 到 M* CLFÉD GO 2M? (用 (x), 这 是 因为 
1 
im I Hool — Iflsldy 


cio u 1l arp 
<z f Ol falldy + yg [Had |flsldy, 


gi O61 - |fa Daz |dy 
a [, 1 Valde < gy f, O — faldy. 
3. ^ Q,— 2*0, Q1, 27 Q, N 
Ifa, T Sal EUM. |fo,— fa, | S ZIS emo. 
iQ -g. RITE 
| |f) — fo,l J IFC) — fo,| 


- X X 
"V 个 "十 十 | 之 — zQ|"** = £4 4,-Q,., "it 十 |x NE |" 


dr 
1 
«ox gays O — fa, lde 


«ox gi (2*8»* EN iQ. h |f Gc) — fa, ldz 


«e 


«CP clit + DIM fleo < CE Hue. 


4. 因为 LoCo MI ARR 
M* (GL, x) S CMPC). 
记 Q 二 Q(z,r) ,并 作 
J) = f GXg GO + SC Xeral) = fil) + f:l). 
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(i) 我 们 有 
jh as [aro f dy jar 


QG. 4r) |y —t | 一 


1 


r” 


«cr -二 | IFO |de < Cr Mif Go. 
2Q 


由 此 可 知 | Ae Pal CM. GO ,从 而 得 
[AO (Ifaldy < Cr M.f G). 
GD EQ, RITE 


) 
LPG LfÁO < ME f) fa m 


xr—yl"* e= y 


<cr| — AO) — ay < CM.fG). 
Pyg |x — yl 


5. 记 Q-—QGr ££) ,并 作 分 解 
fG) = (fGe) — fgMXa GO + (fr) 一 乒 )XeeCz) + fo 


易 知 fo x dG)o-0, nda 
fx plzr) = [o — foly (z — y)dy 


十 | O) — falga — ydy = Ji + Ja. 

R^Q 
显然 ,对 用 有 
IE cef IFO) — faldy < Clfllewo; 
而 对 Jo LE 
AS D fanga IO 一 Ar 
+ | 1o 一 folll9 一 y) |dy 
«c» seo afop 一 reldy 


+ EC?!" IIS lemo) 
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« ci ie 十 D27) llo. 


6. dH fCL(", AM I0. 可 作 C-Z 分 解 : 
及 一 (LUjeJUP， f(x) xiA,a.e.r € P. 


kml 


Li 


我 们 有 
| Pen l'dz = Nm Lf Go» |^dz + [ife idz 


k&zi 


< Dh F Ida + a | f ldz 


kl 


= PDK: Ql p [tte ar e 7t, 


2-2! 


< KIAI. * C,951Q,1 + A^" Ah 
< EA NAS = KC, IAI 


= 2A, |I = AU. 
从 而 得 
IA < CARAT CA = Mf Tao. 
7. & gGO — |. flx) | Xel), WX QDR BLIQiI 921916 


| lE — ga ldz > | IS — ga ldz 
Q, QQ 


> IQN9I lga, | = IQ lga, l. 
由 此 可 知 go <2llg lleimos2A. 又 因 
Lll. 1l 
ga = 19 | e Ds Gods = Lf De; 
PEEL CIF Dosc2go «4A , Hf 
1 
T x 
ài [, feo ldr < 4A 


从 而 我 们 有 |f GoIs4A, aer. 
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